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Présentation du mémoire en vue d'obtenir le grade de
Master en sienes mathématiques
Résumé :
Les trous noirs sont d'abord apparus en relativité générale omme solutions des équations d'Ein-
stein. Ils sont aratérisés par la présene d'un horizon des évènements, une surfae dont même la
lumière ne peut s'éhapper. Ce sont des singularités de l'espae-temps. A l'heure atuelle, seuls
les eets de es objets sur les orps aux alentours ont été observés. Grâe à es observations,
la masse de ertains trous noirs a pu être déterminée. Et dans ertains as, le spin (moment
angulaire) a pu être estimé. Notamment pour le trou noir le plus prohe de notre planète :
Sagittarius A*, situé au entre de notre galaxie.
Le sujet prinipal de e mémoire est la gravitation modiée. Nous étudions un modèle issu
de es théories et nous herhons notamment à réer une alternative au trou noir entral de la
galaxie. Nous présentons un modèle de théorie tenseur-salaire dans lequel le hamp de Higgs
est non minimalement ouplé à la gravitation. A partir d'un lagrangien donné, nous dérivons les
équations du hamp gravitationnel et du hamp de Higgs. Nous les intégrons numériquement
et nous analysons ertaines solutions partiulières : les  monopoles de Higgs , des solutions
globalement régulières asymptotiquement plates et d'énergie nie pour le hamp de Higgs. Nous
en faisons une omparaison détaillée ave les équations du hamp et les solutions orrespon-
dantes en relativité générale, elles de Shwarzshild. Puis, nous adaptons e modèle à un orps
entral qui présente une masse et une ompaité semblable à elle de Sagittarius A*, e qui
onstitue un début d'alternative au trou noir entral de la galaxie. Nous traçons les géodésiques
dans l'espae-temps obtenu autour de ette alternative et nous les omparons ave elles issues
de l'espae-temps de Shwarzshild an de mettre en évidene les eets du hamp de Higgs.
Pour nir et an de ompléter e début d'alternative, nous inluons la rotation au modèle des
monopoles de Higgs et dérivons les équations des hamps.
Ce mémoire reprend les résultats prinipaux que j'ai obtenus pendant mon travail d'initiation
à la reherhe es 18 derniers mois. Toute la partie sur les monopoles de Higgs a été étudiée à
l'UNamur et les résultats en rapport ave les géodésiques ont été produits et analysés à l'aide de
logiiels développés dans l'équipe Relativité et Objets Compats, au Laboratoire de l'Univers et
de ses Théories de l'Observatoire de Paris, à Meudon.
Abstrat :
We present a salar-tensor model whih take into aount the Higgs eld nonminimally ou-
pled to gravity. We start by a given lagrangian and we derive the elds equations, we integrate
those equations and we study numerially the solutions. Furthermore, we fous on  Higgs
monopoles , a family of spherially symetri partilelike solutions. These monopoles are the
only globally regular and asymptotially at distribution with nite energy of the Higgs eld
around ompat objets. Also we ompare these solutions to the Shwarzshild's one. After that,
we adapt the model for a body like Sagittarius A* (blak hole in the galati's enter). This
onstitutes a alternative to this blak hole. We also study the geodesis (for light and matter)
around this objet. And last but not least, to omplete this alternative, we derive the elds
equations for the ase of rotating  Higgs monopole  model.
This work is a summary of my results obtained during the last 18 months. The Higgs monopoles
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Dans e hapitre, nous reprenons les onepts théoriques et les équations qui nous seront utiles
tout au long de e mémoire. Pour érire e hapitre, nous nous sommes essentiellement basés
sur les référenes [4℄ (pp.57-105) et [19℄.
Pour ommener, la relativité générale est la théorie moderne de la gravitation. Cette théorie
impose une métrique dépendante de la position et du temps par rapport aux masses ar elles dé-
forment et ourbent l'espae-temps. Un espae-temps est une variété diérentiable munie d'une
métrique pseudo riemannienne ; une variété diérentiable est un espae topologique loalement
homéomorphe à IR
n
et possédant ertaines propriétés de diérentiabilité.
Remarque générale : nous utiliserons la onvention de signe pour la métrique (−,+,+,+) tout
au long de e mémoire.
1.1 Les prinipes d'équivalene
En physique galiléenne, le prinipe d'équivalene stipule que tous les orps tombent de la même
façon i.e. la hute libre est universelle. Pour un observateur qui est en hute libre, les eets de
la gravité ne sont pas ressentis. Il s'ensuit qu'il n'y pas de diérene entre les lois de la physique
dans un référentiel en hute libre soumis à un hamp gravitationnel et elles dans un repère
inertiel non soumis à une fore gravitationnelle.
Einstein introduit une modiation de e prinipe : l'universalité de la hute libre pour toutes les
formes d'énergies non gravitationnelles. Le prinipe d'équivalene d'Einstein est basé sur l'hy-
pothèse que la gravitation est dérite par une métrique loalement diagonalisable en géométrie
pseudo-riemannienne. Ce qui implique qu'un espae-temps ourbe peut être approximé loale-
ment par son espae tangent (espae-temps de Minkowski) dans lequel les lois de la relativité
restreinte sont d'appliation. Il existe aussi un prinipe d'équivalene fort. Il stipule que la hute
libre est universelle quelque soit la forme d'énergie (elle peut être gravitationnelle). Nous pou-
vons illustrer e prinipe par la phrase suivante [19℄ :  Dans un laboratoire en hute libre, dénué
de rotation, et qui oupe une petite région de l'espae-temps, les lois de la physique sont les
mêmes qu'en relativité restreinte .
Par la suite, nous étudierons des théories où le prinipe d'équivalene fort n'est plus valable.
Dans es théories, la onstante de gravitation de Newton varie ave un hamp salaire et l'énergie




Les tenseurs sont des objets intrinsèques pour une variété diérentiable. Ils sont utilisés en rel-
ativité générale pour dérire l'espae-temps. Nous dénissons ii les tenseurs les plus généraux
et eux qui nous seront utiles par la suite.






1.2.1 Dérivée ovariante et onnexion ane
L'opérateur dérivée ovariante appliqué aux veteurs de la base naturelle {eµ} dénit les oe-
ients de onnexion ane :
∇αeµ = Γραµeρ (1.1)
où Γραµ est la onnexion ane (pour la dénition voir i-dessous).
Si nous onsidérons maintenant un hamp de veteurs v. Les oordonnées ontravariantes de
e hamp de veteurs dans la base naturelle sont vµ telles que v = vµeµ. La dérivée ovariante
de v est donnée par l'expression (1.2).











gρη(∂µgνη + ∂νgµη − ∂ηgµν). (1.3)
Ave gµν la métrique qui dérit l'espae-temps.











Notons que la onnexion est métrique si :
(∇λg)µν = 0 (1.5)
ou
∂λgµν − Γκλµgκν − Γκλνgκµ = 0. (1.6)
1.2.2 L'équation des géodésiques
Dans un espae métrique, une géodésique désigne le hemin de longueur extrémale entre deux
points. C'est une généralisation des lignes droites dans les espaes plats. L'équation des géodésiques










où λ désigne un paramètre de la ourbe, Γµαβ est la onnexion de Levi-Civita et x est la trajetoire
extrémale entre deux points.
1.2.3 Le tenseur de Riemann
Le tenseur de Riemann (1.8) représente la ourbure intrinsèque de la variété.
Rαβγδ = ∂γΓ
α
βδ − ∂δΓαβγ + ΓαλγΓλβδ − ΓαλδΓλβγ (1.8)
Ce tenseur présente un ertain nombre de symétries et de propriétés :
Rαβγδ = −Rβαγδ ; (1.9)
Rαβγδ = −Rαβδγ ; (1.10)
Rαβγδ = Rγδαβ ; (1.11)
Rαβγδ +Rαγδβ +Rαδβγ = 0; (1.12)
∇ξRαβγδ +∇γRαβδξ +∇δRαβξγ = 0 (1.13)
où Rαβγδ = gαµR
µ
βγδ (attention à la onvention d'Einstein
1
).
Remarque : l'expression (1.12) est appelée identité ylique et l'expression (1.13) est appelée
identité de Bianhi.
1.2.4 Le tenseur de Rii




Remarque : e tenseur est symétrique par rapport à ses deux indies.
1.2.5 Le salaire de ourbure
Le salaire de ourbure (1.15) est déni omme étant la somme des éléments diagonaux du
tenseur de Rii. C'est l'outil le plus simple pour dérire la ourbure d'une variété.
R = Rµµ = gµνRνµ (1.15)
1.2.6 Le tenseur d'Einstein
Le tenseur d'Einstein (1.16) est au ÷ur des équations d'Einstein, le pilier de la théorie de la
relativité générale (voir setion suivante).
Gµν = Rµν − 1
2
gµνR (1.16)
1. Lorsqu'un indie apparait une fois au-dessus et une fois en-dessous, ela indique une sommation sur et
indie.
4
1.3 Les équations d'Einstein
Les équations d'Einstein (1.17) sont très importantes en théorie de la relativité générale ar
dérivent l'espae-temps. Elles détaillent la manière dont la matière et l'énergie déforment e
dernier.




où Λ est la onstante osmologique, c la vitesse de la lumière, G la onstante gravitationnelle et
Tµν le tenseur énergie-impulsion.
Remarque : Nous travaillons ave une onstante osmologique nulle durant tout le travail.
Pour illustrer l'idée sous tendue par le tenseur énergie-impulsion, nous en donnons l'exemple
pour un uide parfait
2
. Le tenseur énergie-impulsion assoié à un tel uide est donné par
T µν = (ρ+
p
c2
)uµuν + pgµν (1.18)
où p est la pression, ρ la densité de matière du uide, uµ la quadri-vitesse du uide et gµν la
métrique du système en oordonnées ontravariantes. Ce tenseur dépend bien sûr du type de
matière que nous onsidérons (présene de p et ρ) ([19℄ pp. 176-179).
1.4 La onservation de l'énergie
Nous généralisons ii le onept de onservation de l'énergie de la méanique lassique en rela-
tivité générale.
En partant de l'expression de la dérivée ovariante du tenseur de Rii et du salaire de ourbure,
nous pouvons nous servir de l'identité de Bianhi (1.13) pour érire :
∇ξRβγ +∇γRαβαξ +∇αRαβξγ = 0 (1.19)
où nous avons ontraté les indies α et δ.
En utilisant (1.10) nous pouvons érire :
∇ξRβγ −∇γRβξ +∇αRαβξγ = 0. (1.20)
En faisant monter l'indie β et en le ontratant ave ξ, nous obtenons :
∇βRβγ −∇γR+∇αRαββγ = 0. (1.21)
En utilisant l'identité (1.9), nous pouvons érire :
∇αRαββγ = ∇βRβγ (1.22)






2. Un uide parfait n'admet pas de fore entre les partiules, pas de ondution de haleur et est non visqueux.
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où nous reonnaissons le tenseur d'Einstein (1.17).
En nous référant à (1.5) et (1.17), nous pouvons érire :
∇βTβγ = 0. (1.25)
Remarquons qu'en l'absene de gravitation et dans un espae de Minkowski, ette équation
représente bien la onservation de l'énergie et de l'impulsion. Par ontre, en présene d'un
hamp gravitationnel, l'énergie et l'impulsion du uide sont onservées en tenant ompte de
l'interation ave e hamp. La formule (1.25) représente alors l'équation du mouvement de la
matière en présene du hamp gravitationnel.
1.5 Le formalisme 3+1
Dans ette setion, nous expliquons une façon simple de dérire l'espae-temps en relativité
générale. Celle-i sera utile lorsque nous dériverons les équations d'Einstein par prinipe varia-
tionnel et que nous traerons les géodésiques assoiées à l'espae-temps qui en déoule.
Ce formalisme est basé sur un feuilletage de l'espae-temps [13℄ (pp. 55-64). En eet, au lieu
de onsidérer une variété M dans son ensemble, nous onsidérons un ensemble d'hypersurfaes
(Σt)t∈IR de genre espae qui reouvre omplètement ette variété. Nous pouvons alors travailler
ave la 3-métrique relative à un ertain Σt. Cette démarhe revient à faire une déomposition
de l'espae et du temps.
Nous pouvons aussi dénir le feuilletage de façon mathématique ; soit un hamp salaire régulier
t˜ sur la variété M tel que haque hypersurfae est repérée grâe à une valeur de t˜ :
∀t ∈ IR, Σt :=
{
p ∈M, t˜(p) = t}
ave M = ∪t∈IRΣt. Notons ~n le veteur normal unitaire à la feuille Σt , elui-i est o-linéaire
au veteur
~∇t (∇at = gab∇bt = gab(dt)b) et est de genre temps (ar Σt est de genre espae). De
sorte que nous pouvons érire :





. La fontion N ainsi dénie est appelée fontion Lapse. Le veteur
d'évolution normal ~m peut être déni omme un veteur normal à Σt et tel que :
~m := N~n. (1.27)
Nous avons aussi ~m · ~m = −N2, e qui implique
∇t (~m) = mµ∇µt = 1. (1.28)
Nous pouvons alors établir que l'hypersurfae Σt+δt peut être obtenue en utilisant le voisinage
de Σt. En eet, soit un point p de l'hypersurfae Σt, nous utilisons le veteur innitésimal δt~m
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pour se déplaer du point p vers le point p′ = p+ δt~m. Nous pouvons alors aluler la valeur du
hamp t˜ au point p′ :
t(p′) = t(p+ δt~m) = t(p) +∇t (δt~m) = t(p) + δt∇t (~m) = t(p) + δt (1.29)
où nous avons utilisé (1.28).
Une notion intéressante en formalisme 3+1 est elle d'observateur eulérien. Puisque ~n est un
veteur de genre temps, il peut être vu omme la quadri-vitesse d'un ertain observateur, appelé
observateur eulérien. Les lignes d'univers d'un tel observateur sont orthogonales à l'hypersurfae
Σt. Nous pouvons alors donner un sens à l'appellation de la fontion Lapse : soient deux événe-
ments prohes p et p′ sur la ligne d'univers d'un observateur eulérien et soit t la oordonnée en
temps assoiée à p et t + δt la oordonnée en temps assoiée à p′, nous avons alors p ∈ Σt et
p′ ∈ Σt+δt et p′ = p + δt~m (f. (1.29)). Le temps propre δτ mesuré entre es deux événements
par l'observateur eulérien est donné par :
δτ =
√
−g(δ ~m, δ ~m) =
√
−g(~m, ~m)δt = Nδt. (1.30)
Nous pouvons alors dire que la fontion Lapse N fait référene à la oordonnée en temps t or-
respondante aux feuilles du feuilletage au temps physique τ mesuré par l'observateur eulérien
[13℄.
Dans la suite de e mémoire, nous utiliserons la déomposition 3+1 pour déduire les équa-
tions du hamp gravitationnel en géométrie de Shwarzshild ainsi que les équations du hamp
gravitationnel et du hamp salaire dans le as de la gravitation modiée. De plus, e formalisme
est utilisé par les programmes LORENE et GYOTO ([18℄, [25℄ et [26℄) dont nous nous servirons
plus tard pour traer les géodésiques dans les espaes-temps étudiés.
Le hapitre suivant est onsaré aux rappels théoriques sur le prinipe variationnel. Nous y
rappelons les grandes lignes et nous y expliquons omment l'adapter à la théorie des hamps




Dans e hapitre, nous montrons omment déduire les équations d'Einstein par le prinipe vari-
ationnel pour une métrique et un lagrangien donnés. Nous nous en servirons quelques fois par
la suite ar 'est une méthode assez simple et laire pour érire les équations du hamp grav-
itationnel (nous n'avons plus besoin de tenseur). Et ela peut se faire omme un problème de
méanique lagrangienne habituel.
2.1 La démarhe générale




f(x, y, y′)dx. (2.1)








Un as partiulier intéressant est obtenu en posant y(x) ≡ q(t), ave q un degré de liberté et t un
paramètre (en général le temps). La fontion f est alors le lagrangien du système f = L(q, q˙, t).









Ce système admet une équation pour haque degré de liberté.
2.2 Adaptation à la théorie des hamps
Nous adaptons ette méthode à la théorie des hamps dans le but de l'utiliser en relativité
générale pour déduire les équations d'Einstein. Dans e as, les oordonnées q(t) sont un ensem-
ble de hamps salaires : φi(xµ) et leurs dérivées sont : ∂µφ(x
ρ) = ∂φ∂xµ .
























Nous supposons que la variation du hamp δφ(xµ) est nulle sur le ontour δΩ e qui implique
que la valeur du hamp y est xée.
Rappelons le théorème d'Ostrogradsky [22℄ :∫
Ω
~∇ · (~ψ) =
∫
∂Ω
[~ψ] · d~S = 0. (2.8)







3x = 0. (2.9)
Celui-i implique que les termes en dérivées totales du lagrangien n'inuenent pas la dynamique
du système.
2.3 La forme standard





−V (φ)︸ ︷︷ ︸
E.P.
où E.C. indique le terme relatif à l'énergie inétique et E.P. le terme relatif à l'énergie potentielle
du système.
Nous expliitons ii le heminement pour obtenir l'équation variationnelle relative au hamp



























ave  l'opérateur d'Alembertien
1
et ∇µφ = ∂µφ ar φ est un hamp salaire.
2.4 Le as de la relativité générale
En relativité générale, nous utilisons un hamp tensoriel pour dérire la gravitation : gµν =
gµν(x
ρ) i.e. la métrique est fontion des oordonnées. L'ation dans e as s'érit :
Sgrav = Sgrav [gµν , ∂σgµν ] .
An de dénir une ation, il faut ommener par hoisir une densité lagrangienne. Deux on-
ditions sont néessaires pour dénir une densité lagrangienne orretement en relativité générale :
1. Elle doit être invariante sous transformation générale de oordonnées (doit être salaire) ;
2. Elle doit dépendre de la métrique et de ses dérivées premières (éventuellement des seondes)
an d'introduire une dynamique.
Il existe plusieurs densités lagrangiennes qui répondent à es ritères. Nous hoisissons de prendre
L = R et l'ation orrespondante est l'ation d'Einstein-Hilbert. C'est elle que nous utiliserons








ave R le salaire de ourbure déni en (1.15) et g le déterminant de la métrique.
Nous pouvons maintenant dériver les équations d'Einstein par le prinipe variationnel. Pour
ommener, nous n'introduisons pas de terme de matière et nous analysons la variation de SEH
en imposant :
gµν → gµν + δgµν .
Rappelons que sur le bord de la variété R, δgµν et ∂ρg
µν
s'annulent.




























[δS1 + δS2 + δS3] (2.13)
(2.14)
Modions les expressions δS1, δS2 et δS3 an de les érire en fontion de δg
µν
.
Rappelons que R, le salaire de ourbure est déni par :
R = Rµµ = gµνRµν
1. φ = gµν∇µ∇νφ ou φ = 1√−g∂µ (
√−ggµν∂νφ) ave g le déterminant de la métrique.
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Avant de ommener, nous introduisons quelques identités importantes :
δ(gµρgρν) = δ(δ
µ
ν ) = 0 (2.15)
δgµρgρν = −gµρδgρν (2.16)
δgµρδσρ = −gνσgµρδgρν (2.17)
δgµν = −gνσgµρδgρσ . (2.18)
Commençons par transformer δS2.
Nous nous référons à la dénition du tenseur de Riemann (1.8) et nous remarquons que l'expres-
sion δRµν fait intervenir δΓ
α
βγ . Notons que es variations inmes sont des tenseurs ontrairement
à Γαβγ [9℄. Nous pouvons alors érire [22℄ :
δRµν = ∇ρδΓρµν −∇νδΓρµρ.







































ave ∂R la frontière de la variété, γ le déterminant de la métrique induite à la frontière et nν
un veteur normal unitaire à la frontière.
Cette intégrale est nulle ar nous avons supposé que sur le bord de la variété R (i.e. sur ∂R),
δgµν et ∂ρg
µν
s'annulent (et don les Γρµν). Nous avons don :
δS2 = 0
Pour e qui est de δS3, nous proédons par généralisation sur des exemples pour donner l'ex-
pression de δg = δ(det gµν) et déduire elle de δ
√−g.
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⇒ g = g11g22 − g12g21
⇒ δg = δg11g22 + g11δg22 − δg12g21 − g12δg21.
En dimensions 3, nous avons :
gµν =





⇒ g = g11(g22g33 − g23g32)− g12(g21g33 − g23g31) + g13(g21g23 − g22g31).
⇒ δg = δg11(g22g33 − g23g32) + g11(δg22g33 + g22δg33 − δg23g32 − g23δg32)− δg12(g21g33 − g23g31)−
g12(δg21g33 + g21δg33 − δg23g31 − g23δg31) + δg13(g21g23 − g22g31)
+g13(δg21g23 + g21δg23 − δg22g31 − g22δg31).
= δg11(g22g33 − g23g32) + δg22(g11g33 − g31g13) + δg33(g11g22 − g12g21) + . . . .
















En utilisant (2.16), (2.25) et (2.26), nous pouvons érire
δg = ggµνδgµν (2.27)
= −ggµνδgµν (2.28)















































gµνR = 0. (2.35)
Nous retrouvons l'équation d'Einstein dans le vide (1.17).
2.5 Ajout de la matière
Lorsque nous voulons rendre ompte des eets de la matière, nous devons onsidérer l'ation
totale suivante :
Stot = SEH + Smat





dérit le(s) hamp(s) de matière et Lmat la densité lagrangienne de la matière.














Nous utilisons le théorème de divergene, l'intégration par parties et le fait que δgµν = 0 sur le














Puisque δStot est nulle par dénition, nous avons δSEH = −δSmat. L'expression de δSEH est
donnée par (2.34), il s'ensuit que
Rµν − 1
2
gµνR = κTµν (2.37)
ave Tµν le tenseur énergie-impulsion tel que












La partie suivante est onsarée à l'espae-temps en relativité générale. Nous érivons les équa-
tions du hamp gravitationnel relatives à l'espae-temps de Shwarzshild de deux manières
diérentes : de manière tensorielle et par prinipe variationnel. Nous présentons les solutions
analytiques et numériques de es équations. Ensuite, nous étudions les orbites d'étoiles dans
l'espae-temps obtenu et nous les traçons à l'aide du logiiel GYOTO ([25℄ et [26℄).
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Deuxième partie
L'espae-temps en relativité générale
14
Chapitre 3
Les solutions de Shwarzshild
Comme préisé dans le hapitre 1, les équations d'Einstein (1.17) dérivent de quelle manière
la masse et l'énergie déforment l'espae-temps. Nous expliitons dans e hapitre la première
solution (tenant ompte d'une masse) apportée à es équations. Ce hapitre est basé sur [4℄, [8℄
et [22℄.
3.1 La géométrie de Shwarzshild
Nous utilisons la métrique en oordonnées aréolaires munie de la jauge de Shwarzshild (3.1)
1
pour dérire e qu'il se passe dans l'espae-temps lorsque elui-i est déformé par un orps
sphérique, statique, de masse M et vide à l'extérieur (ex. : une étoile, une planète ou un trou
noir). Nous déduisons les expressions des fontions ν(r) et λ(r) an d'érire la métrique qui
représente et espae-temps. La métrique sera la métrique de Shwarzshild et elle détermine
l'espae-temps de Shwarzshild.
ds2 = −e2ν(r)c2dt2 + e2λ(r)dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (3.1)
En guise d'exerie, nous avons résolu analytiquement les équations d'Einstein à l'intérieur et à
l'extérieur du orps sphérique. Nous présentons ii les solutions et analysons les résultats.
Pour e faire, dénissons les éléments suivants :
 t : la oordonnée de temps telle que t ∈ R ;
 r : la distane radiale telle que r ∈ R+ ;
 θ : la olatitude telle que θ ∈ [0, π] ;
 φ : la longitude telle que φ ∈ [0, 2π].
Rappelons que nous onsidérons un espae métrique, à symétrie sphérique, statique et vide à
l'extérieur du orps entral (non hargé). Nous pouvons don supposer que les éléments de la
métrique sont invariants lorsque nous appliquons le hangement de oordonnées suivant :{
θ → −θ
φ→ −φ.
De plus, les éléments de la métrique sont supposés indépendants du temps.
1. Plus d'informations sur ette métrique et les tenseurs qui s'y rapportent dans l'annexe A.
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An d'érire le tenseur d'Einstein puis les équations d'Einstein (1.17), il faut aluler les sym-
boles de Christoel, le tenseur de Rii et le tenseur de ourbure liés à la métrique (3.1). Ceux-i









































Les éléments non diagonaux sont nuls.
3.2 La solution extérieure
Par hypothèse, à l'extérieur du orps nous sommes dans le vide. Par onséquent, le membre
de droite de l'équation d'Einstein (1.17) est identiquement nul. Le système (3.3) est le système
d'équations non redondantes à résoudre pour obtenir la solution extérieure (Λ = 0). Notons
que nous avons deux équations pour trois inonnues. Cela vient du fait que la dernière équation























′′ + ν ′2 − λ′ν ′ = 0.
(3.3)











dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (3.4)
où rs est le rayon de Shwarzshild tel que rs =
2GM
c2
ave G est la onstante gravitationnelle, c
la vitesse de la lumière et M la masse du orps.
Cette métrique dérit la façon dont le orps sphérique déforme l'espae-temps à l'extérieur de
e dernier. Remarquons la singularité de la métrique en r = rs et en r = 0. La singularité en
r = rs est due au système de oordonnées utilisé. Ce n'est pas une véritable pathologie ar le
salaire de Kretshmann
2
, le tenseur de Riemann (1.8) ainsi que le déterminant de la métrique
sont bien dénis en rs ontrairement à r = 0 qui est une véritable singularité. Remarquons que
le rayon de Shwarzshild dépend uniquement de la masse du orps.
L'espae-temps représenté par ette métrique peut être approximé par un espae de Minkowski
lorsque r →∞. En eet, dans e as la métrique est plate.
2. Le salaire de Kretshmann est un salaire quadratique invariant en relativité générale déni omme K =
RαβγδR
αβγδ





3.3 La solution intérieure
Nous supposons que la matière à l'intérieur du orps se omporte omme un uide parfait. Le




−ρ 0 0 0
0 P 0 0
0 0 P 0
0 0 0 P


où ρ est la densité du orps et P la pression intérieure.





























où κ = 8πG.

























) + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (3.6)




3.4 La pression à l'intérieur du orps
À partir des équations d'Einstein, nous pouvons onnaître la pression à l'intérieur du orps [28℄
(c = 1),










ave ρ0 la densité du orps supposée onstante.
La pression entrale (en r = 0) est donnée par :










La pression au entre devient innie lorsque R = 98 rs , i.e. lorsque le rayon de Shwarzshild
vaut
8
9 du rayon du orps. La figure 3.1 illustre la pression au entre du orps divisé par ρ0 en
fontion de s.
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Figure 3.1  Pression au entre du orps en fontion de la ompaité.
3.5 L'expression analytique des solutions
Pour rappel, le rayon de Shwarzshild est tel que rs =
2GM
c2
, ave M la masse du orps.









Nous pouvons érire les expressions analytiques des solutions de Shwarzshild en fontion de
es variables :
























































Remarque : il est évident que nous passons à la solution extérieure lorsque r ≥ R.
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La figure 3.2 est une illustration des solutions ainsi que de la pression en fontion de la
omposante radiale pour une ompaité de 0.1 et un rayon du orps R = 15rs (éhelle semi-
logarithmique).















Figure 3.2  Représentation des solutions de Shwarzshild pour R = 10rs et s = 0.1.
3.6 Les équations du hamp gravitationnel par prinipe varia-
tionnel
Dans ette setion, nous déduisons les équations du hamp gravitationnel (équations d'Einstein)
dans la géométrie de Shwarzshild par le prinipe variationnel (f. hapitre 2). Nous utiliserons
aussi ette méthode dans la suite de e mémoire lorsque nous dériverons les équations du hamp
gravitationnel et du hamp salaire en gravitation modiée.
Pour e faire, nous utilisons la déomposition 3+1 (f. hapitre 1). Nous utilisons la métrique en
oordonnées aréolaires (3.14)
3
, elle-i étant la plus adaptée au as stationnaire et symétrique
que nous étudions. Comme préisé au hapitre 2, 'est l'ation d'Einstein-Hilbert (2.10) qui
dérit l'espae-temps en relativité générale, 'est don elle-i que nous utilisons ii.
La métrique en oordonnées aréolaires est :
ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + e2µ(r)dΩ2 (3.14)
où dΩ2 est l'angle solide innitésimal tel que dΩ2 = dθ2+sin2 θdφ2. Par la suite, nous utiliserons
la jauge de Shwarzshild (e2µ(r) = r2) an de retrouver (3.1).
Pour ommener, alulons le déterminant de ette métrique :
g = det(gµν) = −e2(ν+λ+2µ) sin2 θ. (3.15)
3. Plus d'informations sur ette métrique dans l'annexe A.
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Il s'en suit que
√−g = eν+λ+2µ sin θ.
L'intégrale en 4 dimensions assoiée à l'ation se réduit à une dimension ar l'intégration par
rapport à t, à θ et à φ donnent des onstantes qui n'inuenent pas la dynamique (f. symétries
de l'espae-temps). Nous traitons alors un lagrangien et une densité lagrangienne à une dimen-
sion omme en méanique lassique.







ν ′′ + ν ′
{
ν ′ − λ′ + 2µ′}+ 2µ′′ + 3µ′2 − 2µ′λ′)− eν+λ] . (3.17)
Nous identions les dérivées totales ar elles ne ontribuent pas à l'ation (voir théorème (2.8)).


















ν ′′ + ν ′2 − λ′ν ′ + 2µ′ν ′) . (3.19)











ν ′ − λ′ + 2µ′)] . (3.20)
Nous pouvons alors retirer es expressions ((3.19) et (3.20)) de (3.17) et érire le lagrangien




µ′ + 2ν ′
)
+ 2eν+λ. (3.21)
Calulons maintenant les équations du hamp gravitationnel qui déoulent de e lagrangien ef-
fetif.



















ν ′ − λ′ + 2µ′) eν−λ+2µµ′ + eν−λ+2µµ′′] . (3.24)









= 0 donne dans notre as
2eν−λ+2µµ′(µ′ + 2ν ′) + 2eν+λ − 4(ν ′ − λ′ + 2µ′)eν−λ+2µµ′ − 4eν−λ+2µµ′′. (3.25)




+ 2ν ′) + 2eν+λ − 4(ν ′ − λ′ + 2
r
)eν−λr + 4eν−λ = 0 (3.26)
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Passons maintenant à l'équation assoiée à la variable λ :
∂Leff
∂λ













= 0 donne dans notre
as :
−2eν−λ+2µµ′ (µ′ + 2ν ′)+ 2eν+λ = 0. (3.30)












































= 0 donne dans notre as :
4(ν ′ − λ′ + 2µ′)(µ′ + ν ′)eν−λ+2µ + 4eν−λ+2µ(µ′′ + ν ′′)− 4eν−λ+2µµ′(µ′ + 2ν ′) = 0. (3.35)
En posant e2µ = r2 et en divisant par 4eν−λr2, nous obtenons :(














+ 2ν ′) = 0. (3.36)
En simpliant, nous avons :
ν ′′ +
ν ′ − λ′
r
+ ν ′2 − λ′ν ′ = 0. (3.37)
Les équations (3.27), (3.31) et (3.37) sont identiques aux 3 équations du système (3.3). Ce sont
les 3 équations du hamp gravitationnel qui donnent la solution de Shwarzshild extérieure.
Remarque : Nous avons hoisi la jauge de Shwarzshild pour exprimer nos équations et retrou-
ver elles présentées en (3.3). Lorsque nous imposons la jauge de Shwarzshild, ela implique
que la oordonnée radiale est équivalente au rayon veteur, i.e. le rapport de la ironférene
d'un erle sur 2π.
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3.7 Les solutions par intégration numérique
Nous onsarons ette setion à l'intégration numérique des équations de Shwarzshild présen-
tées en (3.3) et (3.5). Ces équations sont au nombre de 4 et présentent 4 inonnues (λ, ν, ρ,
P ) ave ρ la densité de matière et P la pression. An de simplier le problème, nous supposons




[23℄ ave mpl = 2.176 × 10−8kg la masse de Plank 4 et ρ(r > R) = 0. Nous savons aussi que la
pression doit être nulle au bord du orps i.e. en r = R.
Présenté omme ei, nous avons un problème aux onditions frontières, ave
ν(0) = 0 (3.38)
λ(0) = 0 (3.39)
et
P (R) = 0. (3.40)




= −ν ′(P + ρ) (3.41)
où le prime dénote la dérivée par rapport à r.
Nous supposons que ρ est onstante tel que ρ ≡ ρ0 et nous séparons les variables de ette
équation pour intégrer :
d(P/ρ0 + 1)
dr








= Ce−ν − 1 (3.44)
ave C ∈ IR la onstante d'intégration. Pour déterminer C, nous nous référons à (3.7) et rappelons






1− s− 1 .
Puisque nous avons xé ρ0, il ne reste que 2 fontions à intégrer (ν et λ).
Nous posons u = r/rs et nous étudions don le problème de Cauhy suivant :
d~y
dx
= f(x, ~y) (3.45)
ave pour ondition initiale :
~y(0) = 0.
Dans notre as, x = u, ~y = (λ(u) ν(u)). La fontion f(u, ~y) prend diérentes formes suivant que
nous nous trouvons à l'intérieur ou à l'extérieur du orps.
4. Plus d'informations sur la masse de Plank dans l'annexe E.
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Ces expressions proviennent de (3.5) et (3.3).
Nous utilisons la fontion ode45 de Matlab
5
pour intégrer es équations. Notons que le point
u = 0 est une indétermination de la fontion f . An de l'éliminer, nous ajoutons à u, lorsque
elui-i est au dénominateur, le plus petit réel en virgule ottante admissible par Matlab. Les
indéterminations en u = 0 n'en sont plus et l'ajout de e nombre n'inuene pas lorsque u est
diérent de 0. De plus, pour que les oeients λ et ν tendent vers 0 à l'inni (et avoir une
métrique asymptotiquement plate), nous retirons à ν sa valeur à l' inni , e qui ne pose auun
problème puisque f ne dépend que de ν ′. La figure 3.3 est une représentation des solutions
numériques pour un orps entral tel que R = 15rs et s = 0.06666.


















Figure 3.3  Solution de Shwarzshild intégrée numériquement pour R = 15rs et s = 0.0666.
An de montrer que les deux méthodes pour obtenir les solutions ν et λ donnent des résultats
identiques, nous traçons à la figure 3.4 la diérene absolue entre λ(u) analytique et λ(u)
numérique pour un orps entral tel que R = 15rs et s = 0.0666. Nous observons que ette
diérene est onstituée de bruit numérique. Ce qui prouve que les deux méthodes apportent les
mêmes solutions.
5. Plus d'informations sur e logiiel et l'intégrateur dans l'annexe D.
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Remarque : par souis de onision, nous ne traçons pas la diérene absolue pour ν(u), mais
elle-i est semblable à elle produite pour λ(u).











erreur absolue pour λ(u)
Figure 3.4  Diérene absolue entre λ(u) analytique et λ(u) numérique en géométrie de
Shwarzshild pour un orps entral tel que R = 15rs et s = 0.0666.
Nous utiliserons ette méthode d'intégration par la suite, lorsque nous intégrerons les équations
des hamps (obtenues par prinipe variationnel) en théorie tenseur-salaire.
3.8 Les masses baryonique et ADM
La masse baryonique







Elle prend en ompte les propriétés globales de l'espae (présene du terme λ(r)).
Nous alulons ette masse en utilisant les mêmes hangements de oordonnées que préédem-
ment (3.9), en supposant rs = 1 et que la densité du orps est onstante telle que ρ ≡ ρ0.






1− s3u2 du. (3.47)
En posant









sin2 θ dθ. (3.48)
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À l'aide de la formule trigonométrique de Carnot, nous pouvons intégrer et obtenons l'expression












La figure 3.5 représente la masse baryonique en fontion de s. Nous observons que plus s est
grand, plus Mbar est petite i.e. plus R est petit, plus la masse baryonique est petite (ar rs est
onstant).
















représente la  harge  gravitationnelle du orps. Elle reprend la masse de
l'objet renforée par la masse produite par le hamp gravitationnel. C'est en quelque sorte, une
indiation sur la façon dont l'espae (ourbé par la masse) redevient plat à l'inni.





































6. ADM pour Rihard Arnowitt, Stanley Deser et Charles Misner les herheurs qui ont développé e onept.
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Don la masse ADM en géométrie de Shwarzshild est la masse du orps. Elle peut être ap-
proximée par la formule (B.14). Dans la pratique, nous ne pouvons pas aller jusqu'à r = ∞ et









ave R¯ la plus grande valeur de r pour laquelle nous avons les solutions numériques.
Le oeient grr de la métrique peut être réérit sous la forme (nous avons supposé que
G = c = 1) :




Si nous développons e terme en série, nous obtenons :











An d'obtenir une approximation de la masse ADM, nous remplaçons ette expression dans












Il s'en suit que l'erreur déroit en fontion de l'inverse du rayon maximal. Nous pouvons
le onstater grâe à la figure 3.6 où nous avons représenté ∆M/M = (M˜ADM − M)/M
ave M la masse du orps, e que nous appelons erreur relative de la masse ADM. Nous
avons aussi représenté e que nous appelons la variation relative de la masse ADM : δM˜ =
(M˜ADM (R¯ + δR¯) − M˜ADM (R¯))/M˜ADM (R¯) ave δR¯ la diérene entre deux pas d'intégration.
Nous notons R¯ la plus grande valeur de r pour laquelle nous avons les solutions durant l'inté-
gration. Nous avons aussi traé l'évolution de la masse ADM durant l'intégration (figure 3.7).
Ces quantités ont été traées pour un objet entral de masse de 100 GeV, de rayon R = 15rs et
de ompaité s = 0.0666.
La masse ADM en géométrie de Shwarzshild est identique à la masse de l'objet, nous ver-
rons plus tard que e n'est plus le as lorsque nous travaillons en théorie tenseur-salaire.
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Variation relative de la masse ADM pour Schwarzschild
Erreur relative de la masse ADM pour Schwarzschild



























Figure 3.7  Approximation de la masse ADM durant l'intégration
Dans le hapitre suivant, nous étudions les géodésiques dans l'espae-temps de Shwarzshild.




Les géodésiques dans l'espae-temps de
Shwarzshild
Ce hapitre est onsaré à l'étude des géodésiques dans l'espae-temps de Shwarzshild. Nous
ommençons par développer les expressions analytiques de es trajetoires pour des partiules
massives et nous en étudions les propriétés. Ensuite nous les illustrons en traçant ertaines or-
bites à l'aide de GYOTO ([25℄ et [26℄). Pour nir, nous produisons des simulations de e que vous
pourrions observer si une étoile se trouvait dans l'espae-temps de Shwarzshild (géodésiques
de photons).
Pour ommener, nous étudions les trajetoires d'un objet de masse m autour d'un orps en-
tral M dans l'espae-temps de Shwarzshild présenté au hapitre 3. Pour rappel, la métrique











dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdΦ2 (4.1)




Nous onnaissons les oeients de onnexion qui s'en rapportent (f. annexe A) ainsi que
l'équation des géodésiques (1.7).
4.1 Proédure lagrangienne pour obtenir les géodésiques
Les équations des géodésiques présentées en (1.7) n'étant pas très ommodes à érire, nous util-
isons le formalisme lagrangien illustré dans [19℄ (p. 78) pour déduire es équations.
Le  lagrangien  que nous utilisons pour déduire les équations des géodésiques est L = gµν x˙
µx˙ν .

















En supposant que le paramètre an de la ourbe est le temps propre τ , nous pouvons utiliser




























r˙θ˙ − sin θ cos θΦ˙2 = 0 (4.5)
r2 sin2 θΦ˙ = l (4.6)
où le point dénote la dérivée par rapport au temps propre.
Puisque le lagrangien ne dépend pas expliitement de t et de Φ, nous obtenons les onstantes
ǫ et l dans (4.3) et (4.6). Une solution triviale pour l'équation (4.5) serait θ = π2 et au vu
des symétries présentes dans l'espae-temps de Shwarzshild nous pouvons nous ontenter d'é-
tudier, sans perte de généralité, les orbites dans le plan équatorial (θ = π2 ). Il reste alors le
système omposé des équations (4.3), (4.4) et (4.6). Ce système est valable pour les géodésiques
matière. Pour les géodésiques lumière, les équations peuvent s'obtenir de la même manière mais
le paramètre an de la ourbe n'est pas le temps propre puisque elui-i est nul pour de telles
géodésiques.
L'équation (4.4) étant assez ompliquée, nous la remplaçons par son intégrale première or-
respondante pour les trajetoires massives (nous ne nous intéressons qu'à e type de trajetoires
pour le moment) :
gµν x˙
µx˙ν = −c2. (4.7)
Les onstantes ǫ et l apparaissent dans les équations des géodésiques ar le lagrangien est in-
dépendant de t et de Φ. Nous pouvons aussi interpréter es onstantes de la manière suivante
[19℄ : pour un observateur au repos à l'inni, ǫ est égal à l'énergie par unité de masse de la
partiule en orbite et l vaut le moment inétique de ette partiule.
4.2 Les trajetoires des partiules massives
Comme préisé plus haut, nous étudions les géodésiques dans le plan équatorial (θ = π2 ) et nous


















r˙2 + r2Φ˙2 = −c2 (4.9)
r2Φ˙ = l. (4.10)
Nous utilisons les expressions (4.8) et (4.10) pour érire t˙ =
ǫ












































ave M la masse du orps).
Nous dénissons le potentiel eetif de la manière suivante :
1
2
















4.3 Les mouvements irulaires
Commençons par disuter de la stabilité des orbites. Pour e faire, nous étudions le potentiel




























La figure 4.1 représente le potentiel eetif divisé par c2 en fontion de rrs . Les minima loaux
des potentiels orrespondent aux orbites irulaires stables et les maxima loaux aux orbites
irulaires instables. Pour rappel, nous avons posé l¯ = lrsc .



















Figure 4.1  Représentation du potentiel eetif du système pour plusieurs l¯.
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Nous pouvons érire l'expression analytique de es extrema en annulant la dérivée du poten-


























+ 3l¯2 = 0. (4.19)
Nous alulons le disriminant de ette équation du seond degré :
∆ = 4l¯4 − 12l¯2.
Celui-i doit être positif ou nul pour que l'équation admette une ou plusieurs solutions. Nous
n'avons qu'un seul extremum lorsque l¯ = 0 ou l¯ =
√
3 et nous en avons deux lorsque : 4l¯4−12l¯2 >





















. C'est à ette orbite que nous nous
intéressons. Nous alulons la valeur de Ω, la vitesse orbitale de la partiule mesurée par un
observateur statique à l'inni, pour que son orbite soit irulaire et stable ([15℄ p.79). Pour e
faire, nous supposons que le orps en orbite émet un photon dans la diretion radiale depuis le
point (t1, r1,
π









avons supposé que r′1 >> r1 et Φ
′
1 = Φ1 puisqu'il suit une géodésique irulaire. Nous supposons
que le orps émet un seond photon en diretion de l'observateur lorsqu'il a fait un tour omplet
de son orbite. Ces oordonnées sont (t2, r2,
π
2 ,Φ1 + 2π). Puisque le photon se situe sur la même
orbite, nous avons :










2 ,Φ1). Nous utilisons les propriétés
de stationnarité de l'espae-temps de Shwarzshild pour érire :
t′2 − t′1 = t2 − t1.
De plus, puisque l'observateur se trouve à l'inni, il est dans la région plate de l'espae-temps







t2 − t1 (4.22)







)−1 = dΦdt . (4.23)
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Nous utilisons le fait que dr/dτ = 0 (ar une orbite irulaire a un rayon qui ne varie pas) pour




Nous pouvons alors érire
l
ǫ



































































































Notons que la dernière orbite irulaire stable orrespond au as où (4.18) admet une seule raine
i.e. lorsque l =
√
3crs ou l¯ =
√







La figure 4.2 représente des orbites irulaires stables projetées dans le plan artésien pour la
solution de Shwarzshild autour d'un orps entral dont le rayon vaut 5rs. Nous observons que
la dernière orbite irulaire stable se trouve en r = 5rs (et don sur le orps). Nous ne pouvons
pas traer la plus petite orbite irulaire stable ar elle-i se trouverait dans le orps.
Remarque : les rayons initiaux pour les orbites ont été hoisis de manière aléatoire et les orbites
ont été alulées ave GYOTO ([25℄ et [26℄).
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Figure 4.2  Illustrations d'orbites irulaires stables en géométrie de Shwarzshild.
4.4 Les rosaes
Nous avons vu dans la setion préédente qu'il existe deux solutions à l'équation (4.18) ssi
|l| > lcritique =
√
3crs. Dans e as, le potentiel eetif a une forme de puits et admet don un
minimum. De plus, si le membre de droite de l'équation (4.12) est négatif, ela nous assure que
la partiule reste dans le puits de potentiel, l'orbite est liée. La partiule piégée dans le puits de
potentiel varie entre deux points appelés périastre
1
(dont le rayon au orps entral est noté rp)
et apoastre
2
(dont le rayon au orps entral est noté ra). Les valeurs de rp et ra sont obtenues














où r∗ désigne le rayon propre à l'apoastre ou au périastre. Les expressions de ra et rp s'obtien-
nent alors en alulant les raines de l'équation (4.34).






















Par l'équation (4.10) et en supposant que θ =
π
2







1. Le périastre est le point de la trajetoire où le orps est le plus prohe de elui autour duquel il orbite.
2. L'apoastre est le point de la trajetoire où le orps est le plus éloigné de elui autour duquel il orbite.
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− (1− rsr ) (1 + l¯2 r2sr2)
, (4.39)
ette équation dérit la variation de Φ pour une orbite en forme de rosae.
La figure 4.3 est la représentation d'une orbite en forme de rosae projetée dans le plan
artésien en géométrie de Shwarzshild alulée ave GYOTO. le orps entral a une ompaité
de 0.5, le orps en orbite a une distane initiale au orps entral de 20rs et Ω = 0.006199r
−1
s
(pour les unités voir l'annexe E). Le rayon du orps entral est traé en rouge sur la gure et
les pointillés bleus forment le erle dans lequel l'orbite varie et ne sort jamais.


















rinit=20rs Ω = 0.06199 /rs
Figure 4.3  Orbite en forme de rosae en géométrie de Shwarzshild.
Remarquons l'avane du périastre (dont nous parlons dans la setion suivante). Les planètes
suivent également de telles géodésiques dont la théorie de la relativité générale avait prédit la
préession du périhélie (p.ex. elle de Merure).
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4.5 L'avane du périastre
Nous savons que lorsque nous travaillons en relativité générale, les orbites des orps ne sont plus
des ellipses, ni toujours des ourbes fermées. Nous pouvons en rendre ompte en intégrant (4.39)











− (1− rsr ) (1 + l¯2 r2sr2)
dr. (4.40)
Si bien que l'avane du périastre est dénie par
δΦper = ∆Φ− 2π (4.41)











− (1− rsr ) (1 + l¯2 r2sr2)
dr − 2π. (4.42)
Si nous développons au premier ordre les termes
rs







Les figures 4.4 et 4.5 sont la représentation de l'orbite d'une étoile dans l'espae-temps de
Shwarzshild projetée dans le plan artésien pour un orps entral de ompaité de 0.5, un
rayon initial de l'orbite de 10.79rs et Ω = 0.016664r
−1
s . La figure 4.5 met en évidene l'avane
du périastre δΦ = 7.88◦. Le rayon du orps est traé en rouge sur les gures et les pointillés en
bleu foné délimitent le erle dans lequel l'orbite varie et ne sort jamais.


















rinit=10.79rs Ω = 0.016664 /rs
Figure 4.4  Orbite en forme de rosae en géométrie de Shwarzshild.
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rinit=10.79rs Ω = 0.016664 /rs
Figure 4.5  Mis en évidene de l'avane du périastre.
4.6 Les géodésiques lumières
Nous introduisons ii la notion de géodésique lumière i.e. les géodésiques suivies par les pho-
tons. Au lieu d'en étudier les propriétés analytiques omme pour les orbites matérielles et ensuite
de proposer des appliations à travers le logiiel GYOTO, nous montrons diretement les ap-
pliations (pour la théorie, voir [15℄). Ave e logiiel, nous pouvons réer des  images , des
simulations de e que nous verrions si nous observions une étoile dans un espae-temps donné.
Comme préédemment, nous importons une métrique numérique dans GYOTO et il intègre les
géodésiques. Pour rendre ompte de la ourbure de l'espae-temps en géométrie de Shwarzshild,
nous avons réé une métrique autour d'un orps dont la masse
3
est 8× 1036 kg et de rayon 5rs.
Ensuite, nous avons plaé (à l'aide de GYOTO) une étoile de rayon 0.5rs derrière le orps entral
à une distane de 15rs de e dernier. La figure 4.6 représente e que nous verrions en obser-
vant ette sène
4
. Cette image met en évidene la ourbure de l'espae-temps ainsi que e qui
est appelé un eet de lentille gravitationnelle : les rayons lumineux sont déviés par la présene
du orps entral ar il déforme l'espae-temps. C'est pour ela que nous observons un erle
lumineux omposé en réalité des photons émis par l'étoile et qui sont déviés par le orps entral.
Ce erle est appelé anneau d'Einstein. Si l'espae-temps n'était pas déformé, les photons émis
par l'étoile ne nous atteindraient pas étant donné que le orps entral a un rayon plus grand que
l'étoile.
3. Cette masse est elle du trou noir entral de la galaxie. Nous avons hoisi ette masse pour réer un espae-
temps autour d'un objet existant réellement et dont nous onnaissons la masse et la ompaité. Cei dans le but
de réer quelque hose de plus réaliste.
4. Il est évident qu'au niveau des unités et de la desription de la sène, nous n'avons pas ité tous les éléments
ni tous les paramètres. Nous n'entrons pas dans les détails par souis de onision.
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Figure 4.6  Mise en évidene des eets de lentille gravitationnelle ave un anneau d'Einstein
en géométrie de Shwarzshild.
Nous pouvons aussi mettre en évidene les eets de lentille en plaçant une étoile de rayon 5rs à
gauhe et un peu derrière l'objet entral et à une distane de 10rs. La figure 4.7 représente e
que nous verrions si nous observions ette sène.
Figure 4.7  Mise en évidene des eets de lentille gravitationnelle dans l'espae-temps de
Shwarzshild.
Sur ette gure, il y a une image primaire (à gauhe) et une image seondaire (à droite). Au
milieu nous observons des petites  tahes , ela vient du fait que la métrique numérique que
nous avons dénie ne tient pas ompte du rayon du orps. Il est transparent et laisse passer les
photons à travers lui. Pour bien faire, il faudrait apprendre à indiquer le rayon de l'étoile dans
l'intégrateur GYOTO.
La figure 4.8 représente un anneau d'Einstein réellement vu par le télesope Hubble. Sur
ette image, nous observons deux galaxies qui se déforment mutuellement [35℄.
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Figure 4.8  Eet de lentille gravitationnelle observé par le télesope Hubble [35℄.
La partie suivante est onsarée à la gravitation modiée. Nous nous intéressons partiulièrement
à aux théories tenseur-salaire de la gravitation. Nous ommençons par introduire es théories,
nous mettons en avant leurs utilités, leurs propriétés, et. Nous introduisons aussi la notion de
hamp de Higgs et nous présentons un modèle de théorie tenseur-salaire qui prend en ompte e
hamp. Pour e faire, nous reproduisons les résultats de [11℄. Nous partons du lagrangien donné
pour érire les équations du hamp gravitationnel et du hamp de Higgs. Nous les intégrons
numériquement et nous introduisons le onept de monopoles de Higgs. Nous examinons la
diérene entre les solutions de e modèle et elles de Shwarzshild. Ensuite, nous herhons
à adapter e modèle à un  monopole  de masse semblable à elle du trou noir entral de la
galaxie pour en onstruire un début d'alternative. A travers les géodésiques, nous omparons
la solution de e modèle à la solution de Shwarzshild pour une même masse ADM et nous
mettons en évidene l'inuene du hamp de Higgs. Pour que ette alternative soit plus réaliste,
nous devrions y inlure la rotation. Ce qui nous mène au dernier hapitre de e mémoire dans







Dans e hapitre, nous introduisons les onepts sous-tendus par le modèle standard de la
physique des partiules ainsi que la notion de hamp de Higgs. Ensuite, nous parlons brièvement
des prinipes élémentaires des théories tenseur-salaire de la gravitation. Nous expliquons en
quoi elles sont diérentes de la théorie de la relativité générale et en quoi elles peuvent être
utiles. Nous introduisons le modèle qui engendre les monopoles de Higgs. Et pour nir, nous
dénissons la notion de trou noir.
Ce hapitre onstitue une introdution physique aux hapitres qui vont suivre. Nous avons
tout regroupé ii dans le but de ne pas alourdir la suite du travail.
5.1 Le modèle standard de la physique des partiules
Le modèle standard de la physique des partiules explique la façon dont les partiules et leurs
interations agissent [31℄. Élaboré en 1970, 'est le modèle qui a permis d'établir que 3 des 4
interations fondamentales de la nature (interation forte, faible et életromagnétique) peuvent
être modélisée par une seule théorie de jauge. En eet, elles résultent de l'éhange de média-
teurs d'interation (bosons de jauge). Chaune d'entre elles a son boson orrespondant ; le gluon
transporte l'interation forte, le photon transporte l'interation életromagnétique et les bosons
W et Z transportent l'interation faible. Le graviton serait la partiule qui véhiulerait la grav-
itation, mais il n'a pas enore été observé. A l'heure atuelle, le modèle standard explique et
prédit tous les phénomènes observables à l'éhelle des partiules. Pour résumer, ette théorie
prend en ompte toutes les partiules ainsi que 3 des 4 interations fondamentales. Seule la
fore de gravitation résiste à ette théorie. Cette fore est à part ar elle est reliée à la forme de
l'espae-temps. Le modèle standard repose sur une théorie quantique relativiste, dans le sens où
il unie méanique quantique et relativité restreinte. Une des préditions du modèle standard est
l'existene du boson de Higgs. Pour avoir une théorie quantique de la gravitation, nous devrions
unier la méanique quantique et la relativité générale.
5.2 Le hamp et les bosons de Higgs
Nous onnaissons à e jour 25 partiules élémentaires (6 quarks, 6 leptons, 8 gluons, 3 bosons in-
termédiaires, le photon et le boson de Higgs), elles-i sont lassées en 2 atégories : les fermions
et les bosons (voir figure 5.1). Les fermions sont les partiules qui permettent de onstituer
la matière. Les bosons quant à eux jouent le rle de médiateurs des interations. En eet,
lorsqu'une interation s'exere entre deux partiules de matière, ela se produit par l'intermédi-
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aire des bosons. Le boson de Higgs est une partiule à part dans le sens où e n'est pas un boson
de jauge, il n'est pas médiateur de fore. On dit que 'est un boson salaire. Il est dérit par un
hamp salaire alors qu'un boson de jauge est dérit par un hamp vetoriel.
Figure 5.1  Les partiules du modèles standard [34℄.
Passons maintenant à la notion de hamp de Higgs ; 'est un hamp salaire dont le potentiel
a une valeur minimale non nulle, e qui implique qu'à l'oasion de l'expansion de l'univers, e
hamp tende vers une valeur onstante : la valeur moyenne dans le vide du hamp de Higgs (vev
pour vauum expetation value). Lorsque les 2 interations (faible et életromagnétique) étaient
enore uniées, le hamp de Higgs était nul. Et puis, lorsque l'univers a ommené à se refroidir
et que la température est desendue en dessous d'une ertaine valeur, il a pris spontanément la
valeur de la vev et les partiules interagissant ave lui ont aquis une ertaine masse. L'interation
d'une partiule ave e hamp détermine sa masse. Plus une partiule interagit ave, plus elle
est massive. Par exemple, les photons n'interagissent pas du tout ave e hamp, ils sont dès lors
dépourvus de toute masse. Le méanisme de Brout-Englert-Higgs permet d'expliquer l'origine
des masses des partiules élémentaires à partir du hamp de Higgs. Pour nir, tout omme le
photon est assoié au hamp életromagnétique, le boson de Higgs est assoié au hamp de Higgs,
'est une manifestation visible de e hamp. Prédit par le modèle de Brout-Englert-Higgs, son
existene a été onrmée par les résultats d'expérienes menées au CERN en juillet 2012.
5.3 Les théories tenseur-salaire de la gravitation
L'idée prinipale des théories tenseur-salaire est d'ajouter un hamp salaire pour dérire la
ourbure de l'espae-temps. La métrique gµν n'est alors plus la seule à dérire les eets de la
gravitation. La struture des théories tenseur-salaire est plus omplexe que elle de la relativité
générale mais elles onstituent une alternative possible à ette dernière. Notons que es théories
violent au moins un des prinipes d'équivalene (voir hapitre 1).
41
La théorie de Brans-Dike
La théorie de Brans-Dike est l'exemple le plus onnu des théories tenseur-salaire de la grav-
itation. Celui-i n'est pas ompatible ave le prinipe d'équivalene fort e qui implique que
l'interation gravitationnelle ne se propage pas selon l'ation d'Einstein-Hilbert (2.10). Dans
ette théorie, la gravitation est non seulement dérite par le tenseur de métrique gµν (omme
en relativité générale) mais aussi par une autre quantité : un hamp salaire. Contrairement à
la théorie de la relativité générale, Brans et Dike ont supposé, pour onstruire leur théorie, que
la onstante de Newton G n'était pas onstante et que son intensité était déterminée par un
hamp salaire Φ.  Un hamp salaire Φ qui détermine l'intensité du ouplage entre la matière
et le hamp salaire de gravitation.  [3℄.













ave ω la onstante de ouplage, Φ le hamp salaire, R le salaire de ourbure et Sm la partie
de l'ation relative à la matière.
La théorie de la relativité générale est élégante par sa simpliité, mais elle n'est pas unique.
Depuis la déouverte de l'aélération de l'expansion osmique, le statut des théories tenseur-
salaire a bien hangé [10℄. Elles sont passées d'idées purement théoriques à une lariation
onrète de e que la relativité générale n'explique pas. Notons que les théories tenseur-salaire
sont des théories  dangereuses , dans le sens où ertains phénomènes sont très sensibles à de
petites variations de la relativité générale (par exemple les tests loaux dans le système solaire).
5.4 Les monopoles de Higgs
Les monopoles de Higgs sont le sujet du prohain hapitre et sont un des sujets prinipaux de
e mémoire. Comme préisé dans la setion 5.2, le hamp de Higgs dont la partiule assoiée est
le boson de Higgs est un hamp qui interagit ave les partiules élémentaires pour leur donner
une masse (selon le méanisme de Brout-Englert-Higgs). On peut aussi assoier le hamp de
Higgs à la gravité dans un modèle de théorie tenseur-salaire. Une démarhe intéressante est
elle qui onsiste à identier le hamp salaire responsable de l'ination au hamp de Higgs
non minimalement ouplé à la gravité. Ce modèle est simple et il permet d'expliquer l'ère ina-
tionnaire sans rien d'autre que le paramètre de ouplage ([10℄ et [2℄). C'est un nouveau modèle
d'ination primordiale appelé  New Higgs ination . Les monopoles de Higgs sont issus de
ette appliation. Ce sont en réalité des solutions de type partiule, à symétrie sphérique, non
singulières et asymptotiquement plates que l'on trouve lorsque le hamp de Higgs est non min-
imalement ouplé à la gravité [11℄. Ces monopoles sont plus petits qu'un atome et pourraient
avoir la même masse qu'un petit astéroïde [6℄. La présene de es monopoles aide à déouvrir
omment se omporte le hamp de Higgs en présene de matière, omment il se propage autour
d'objets ompats tels que les étoiles, les trous noirs, et. L'existene de es monopoles n'est pas
ompatible ave la relativité générale (ar la seule solution possible en relativité générale pour
le hamp de Higgs est un hamp onstant). Cela n'a pas enore été prouvé mais s'ils existaient,
ela signierait que la relativité générale ne dérit pas omplètement la gravitation.
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5.5 Les trous noirs
Dans ette setion, nous abordons les trous noirs. Notons que nous n'avons auune ertitude
quant à l'existene de tels objets mais nous avons des preuves onvainantes que les trous noirs
sont la meilleure expliation à ertaines observations.
Les trous noirs sont d'abord apparus en relativité générale omme solution des équations d'E-
instein. La dénition la plus ourante qu'on leur donne est la suivante [17℄ :  Un trou noir est
déni omme une région de l'espae-temps d'où les photons ne peuvent sortir pour atteindre des
régions inniment éloignées, où la gravitation est très faible. . Les trous noirs se divisent en 2
atégories : les trous noirs de masse stellaire et les trous noirs super massifs. Comme leurs noms
l'indiquent es deux atégories sont basées sur la masse (obtenue par observations). La première
atégorie reprend les trous noirs de masse de l'ordre de 10 M⊙ 1. La seonde atégorie reprend
les trous noirs qui ont une masse de l'ordre de 106 − 109M⊙ [1℄. C'est à la seonde partie que
nous nous intéressons ar 'est dans elle-là qu'est lassé Sagittarius A*, l'objet entral de notre
galaxie. Cet objet est le sujet d'un des prohains hapitres. L'observation du entre galatique
a révélé que plusieurs étoiles orbitaient autour d'un objet entral ave des orbites liées. Jusqu'à
présent, le trou noir semble être la meilleure desription possible de et objet. La figure 5.2
représente l'orbite de l'étoile S2 autour de Sagittarius A*.
Figure 5.2  Orbite de l'étoile S2 autour de Sagittarius A* [12℄.
1. Le symbole M⊙ désigne la valeur d'une masse solaire i.e. 1, 989 × 1030 kg.
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Nous observons que ette orbite est Képlérienne (SgA* n'apparait pas au foyer en raison de
la perspetive). De telles observations ont pu mettre en évidene la masse de e trou noir. Elle
est estimée à environs 4×106M⊙. Les observations ont aussi mis en évidene le spin de et objet.
Le hapitre suivant est onsaré à l'étude des monopoles de Higgs. À partir du lagrangien
donné, nous déduisons les équations du hamp gravitationnel et du hamp de Higgs, nous les
résolvons et nous disutons des solutions. Après, nous proposons un début d'alternative au trou
noir entral de la galaxie (Sgr A*) ave le modèle des monopoles. Nous en étudions les solutions
et nous les omparons aux solutions de Shwarzshild à travers les géodésiques matière et lu-
mière. Le dernier hapitre de e mémoire est onsaré aux équations du hamp gravitationnel et
de Klein-Gordon pour les monopoles en rotation.
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Chapitre 6
Les monopoles de Higgs
Ce hapitre est onsaré à l'étude des monopoles de Higgs. Les référenes prinipales de e
hapitre sont [10℄, [11℄, [22℄ et [23℄. Nous dérivons toutes les démarhes utiles pour aboutir à
de telles ongurations. En partant d'un lagrangien initial donné dans [11℄, nous déduisons les
équations du hamp gravitationnel et du hamp de Higgs pour ensuite en étudier les propriétés.
Nous intégrons numériquement les équations obtenues et nous disutons du rle de ertains
paramètres.
6.1 La onguration initiale
Nous proédons de la même façon que dans la setion 3.6 pour dériver les équations des hamps.
Nous utilisons la déomposition 3+1 et travaillons ave la métrique en oordonnées aréolaires
(f. annexe A) :
ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + e2µ(r)dΩ2 (6.1)









(∂H)2 − V (H)
)
+ Lmat [gµν , ψm] (6.2)
ave H le hamp salaire de Higgs, ψm le hamp salaire représentant la ontribution de la













H2 − v2)2 (6.5)
où mpl est la masse de Plank en GeV (pour les unités voir l'annexe E), λSM est la onstante de
ouplage assoiée au potentiel du hamp de Higgs dans le modèle standard telle que λSM = 0.1,
ξ est le paramètre de ouplage non minimal (sans dimension) et v est la valeur moyenne dans le
vide (vauum expetation value - vev) du hamp de Higgs (elle vaut 246 GeV).
1. Plus d'informations sur le salaire de ourbure dans l'annexe A.
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Nous supposons aussi que la densité de matière ρ0 est déterminée par [23℄ :







ρ(r > R) = 0. (6.7)
ave rs le pseudo rayon de Shwarzshild
2
tel que rs = 2mb/m
2
pl ave mb la masse baryonique
du orps et R le rayon du orps.
De plus, nous supposons que l'intérieur du orps se omporte omme un uide parfait. Il s'en
suit que le tenseur énergie-impulsion à la forme suivante :
T (mat)µν = diag(−ρ, P, P, P ) (6.8)
ave P la pression à l'intérieur du orps telle que P (r = R) = 0.
6.2 Le lagrangien eetif
Comme dans le as de la géométrie de Shwarzshild, l'intégrale en 4 dimensions se réduit à une
dimension (les oeients métriques sont indépendants de t, θ et φ). Dans le but de aluler
le lagrangien eetif relatif au problème présenté, nous déomposons le lagrangien en 4 parties
(voir i-dessous). Pour le moment, nous érivons la partie du lagrangien relative à la matière


















L5 = Lmat (6.13)
Parmi es termes nous reonnaissons le lagrangien de la relativité générale (6.9), le terme relatif
à l'énergie inétique (6.11) et le terme relatif au potentiel (6.12). Le terme (6.10) est spéique
au problème onsidéré. Par la suite, les variables primées dénoteront une dérivée par rapport à
r.
2. Pour plus d'informations sur le pseudo rayon de Shwarzshild voir 6.6.1.
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Pour rappel,
• √−g = eν+λ+2µ sin θ ;
• R = −2{e−2λ [ν ′′ + ν ′ (ν ′ + 2µ′ − λ′) + 2µ′′ + 3µ′2 − 2λ′µ′]− e−2µ} .





ave Leff(RG) = 2e










2(−2){eν−λ+2µ [ν ′′ + ν ′ (ν ′ + 2µ′ − λ′) + 2µ′′ + 3µ′2 − 2µ′λ′]− eν+λ} .



















4HH ′ν ′eν−λ+2µ + 8HH ′µ′eν−λ+2µ + 2H2eν−λ+2µµ′
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Pour e qui est de L3, nous utilisons la dénition suivante :
(∂H)2 = gµν∂µH∂νH
puisque H ne dépend que de r, nous avons :
(∂H)2 = e−2λH ′2.
Et don,





Pour le dernier terme, nous avons :
Leff(4) = −eν+λ+2µV (H). (6.19)
Nous pouvons alors aluler le lagrangien eetif total :
Leff(TOT ) = Leff(1) + Leff(2) + Leff(3) + Leff(4) + Leff(mat).
















H ′2 − eν+λ+2µV (H) + Leff(mat) (6.20)
où nous avons utilisé la dénition de la fontion F (H) an de simplier l'expression.
6.3 Les équations du hamp gravitationnel et du hamp de Higgs
Dans ette setion, nous utilisons le prinipe variationnel pour érire les équations du hamp
gravitationnel relatif au problème ainsi que l'équation de Klein-Gordon du hamp salaire H.
Pour ommener, nous notons les termes relatifs à la matière de la façon suivante : mν le terme
orrespondant à l'équation ν, mλ le terme orrespondant à λ, et. De plus, nous utilisons la
jauge de Shwarzshild (e2µ = r2) pour érire les équations nales.
































































H ′r2(ν ′ − λ′)
)
. (6.23)










Dans notre as :
λ′
(


























− κr2e2λV (H)−mν . (6.24)
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H ′2r−κr2e2λV (H)+mλ = 0.
(6.27)



























































+2F (H) + 2
dF
dH
H ′r2ν ′ + 4F (H)rν ′ + 2F (H)r2ν ′′ + 2
d2F
dH2
H ′2r2 + 2
dF
dH

















Dans notre as :
ν ′′F (H)r +
dF
dH
H ′′r + λ′
(














H ′ − d
2F
dH2
H ′2r − rκ
2
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eν−λ+2µ(ν ′ + 2µ′)− eν−λ+2µH ′. (6.33)


































r2ν ′′ + 2
d2F
dH2
H ′r + 2
dF
dH
− 2rH ′κ− r2H ′′κ
)
. (6.34)


















r2ν ′ − 2 dF
dH
r + r2H ′κ
)
=
− ν ′2 dF
dH











+ 2rH ′κ− κr2e2λ dV
dH
. (6.35)
Remarque : il n'y a pas de terme matière dans l'équation de Klein-Gordon ar Lmat est indépen-
dant de H et de H ′.
6.4 Expressions des termes relatifs à la matière dans les équa-
tions du hamp gravitationnel
Pour onnaitre l'expression des termes relatifs à la matière dans les équations du hamp gravi-
tationnel, nous omparons les expressions (6.24), (6.27) et (6.31) pour H = 0 ave les équations
orrespondantes en géométrie de Shwarzshild (3.5). En eet, si le hamp salaire H est nul,
la métrique est la seule à dérire la gravitation et nous retombons sur le as de la relativité
générale. Nous pouvons alors déduire les expressions mν , mλ et mµ par omparaison.
Remarque : il est évident que lorsque nous nous trouvons à l'extérieur du orps, il n'y a plus
lieu de onsidérer la matière.
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Pour l'équation relative à ν, nous posons H = 0 dans (6.24) et nous obtenons :
−2rλ′ = −1 + e2λ −mν . (6.36)







Pour l'équation relative à λ, nous posons H = 0 dans (6.27) et nous obtenons :
−2rν ′ − 1 + e2λ = −mλ. (6.37)






Pour l'équation relative à µ :
ν ′′r + λ






e2λr, par le même proédé que préédemment.
Nous pouvons alors érire les équations omplètes :
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H ′2κ− 2 dF
dH






e2λr2 = 0 (6.40)
ν ′′ (F (H)r) +
dF
dH
H ′′r + λ′
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H ′ − d
2F
dH2
H ′2r − rκ
2
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r2ν ′ − dF
dH




















+ 2rH ′κ− κr2e2λ dV
dH
. (6.42)




ave R le rayon du orps et rs le rayon de Shwarzshild du orps.
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6.5 La pression et le tenseur énergie-impulsion
An de simplier les équations du hamp pour les intégrer numériquement, nous utilisons l'équa-
tion de Tolman-Oppenheimer-Volko (6.43)
dP
dr




= Ce−ν − 1. (6.44)
Nous ne détaillons pas l'intégration ar ela a déjà été fait à la setion 3.7.






1− s− 1 ave s la ompaité du orps). Par la suite et pour prendre en ompte l'inuene
du hamp de Higgs, nous utiliserons une méthode de tir lors de l'intégration numérique an de
déterminer un C tel que P (r = R) = 0.

















ave Gµν le tenseur d'Einstein déni en (1.16). Dans e as, nous devons inlure l'équation de








Les omposantes du tenseur énergie-impulsion sont dérites dans [10℄. Nous avons, dans l'ordre,
la omposante relative à la matière, au hamp et au paramètre de ouplage :
T (mat)µν = (ρ+ P )uµuν + gµνP (6.47)




(∂H)2 + 2V (H)
]
(6.48)







ave uµ la quadri-vitesse. Les expressions de es tenseurs sont données dans l'annexe C.
6.6 Intégration des équations
Dans ette setion, nous intégrons numériquement les équations du hamp gravitationnel et du
hamp de Higgs. Nous travaillons ave des quantités très petites, an de mettre en évidene
leurs inmes variations nous utilisons le hangement de variables dérit i-dessous [23℄.
4. Cette méthode donne les mêmes équations que elle que nous avons détaillé.
52
6.6.1 Changement de variables
Pour ommener, nous dénissons H = mplv˜h ave v˜ =
246GeV
mpl
la vev sans dimension, h le
hamp salaire de Higgs sans dimension et mpl la masse de Plank en GeV.





h = 1 + χ (6.51)
F = 1 + ξv˜2(1 + χ)2 (6.52)










4(h2 − 1)2. (6.53)









ave mb la masse baryonique de l'objet en GeV. Cette dénition n'est pas exatement elle du
rayon de Shwarzshild
5
, nous utilisons ette expression pour déterminer un ordre de grandeur.





































où l'indie u dénote de la dérivée par rapport à u.
5. Nous ne pouvons dénir rs que dans les oordonnées de Shwarzshild et nous ne travaillons pas ave es
oordonnées a priori.
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Nous pouvons alors érire les équations des hamps en fontion de es variables (dans l'ordre




































+ 4πv˜2u2χ2u − F (1− e2λ)−
dF
dχ



























































Nous ramenons le système déni par (6.54), (6.55), (6.56) et (6.57) à un problème de Cauhy.
Rappelons qu'un tel problème est de la forme :
d~y
dx




Dans notre as, nous avons :
d~y
du
= f(u, ~y) (6.59)
ave ~y = (ν, νu, λ, χ, χu) et y0 = (0, 0, 0, χc, 0) où χc est un paramètre libre.
Dans la pratique, il faut donner les expressions de νuu, λu et χuu. Pour e faire, nous trans-
formons le système formé par (6.54), (6.56) et (6.57) et le mettons sous la forme :
Ayu = b (6.60)
ave y = (ν, νu, λ, χ, χu) et ν(0) = 0, νu(0) = 0, λ(0) = 0, χ(0) = χc et χu(0) = 0.
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Remarques : Pour réer un système de inq équations alors que nous n'en avons que trois,
nous nous servons des relations : νu =
dν
du et χu =
dχ
du . De plus, nous utilisons l'équation (6.55)
an de vérier nos résultats. Nous ne pouvons pas intégrer le système à partir de u = 0 puis qu'il
y a une indétermination en e point. Pour ontourner e problème nous intégrons le système à
partir de u = 10−6U ave U = R/rs.
6.6.3 Intégration numérique
Ave la méthode d'intégration dite numérique nous intégrons d'abord le système Ayu = b
présenté en (6.60). Ensuite, nous inversons le système pour obtenir y. Pour intégrer, nous util-
isons l'intégrateur ode45 prédéni en Matlab
6
. Remarquons qu'ave ette méthode nous devons
inverser une matrie, e qui n'est pas très ommode. Nous omparons ette méthode à l'intégra-
tion dite analytique dérite dans le paragraphe suivant.
6.6.4 Intégration analytique
Ave la méthode d'intégration dite analytique, nous intégrons le système y′ = A−1b qui provient
de (6.60) ave la fontion ode45. Cette méthode évite d'inverser la matrie A après avoir intégré.
Remarque : les expressions analytiques sont obtenues via la toolbox symbolique de Matlab.
6.6.5 Comparaison des deux méthodes d'intégration
Les figures 6.1 et 6.2 donnent une indiation de la diérene entre la solution analytique et
la solution numérique (éhelle logarithmique) pour un objet de ompaité s = 0.05, de masse
m = 10 kg, ayant paramètre de ouplage ξ = 100 et une valeur du hamp de Higgs au entre
de 0.25. Nous observons que l'éart absolu entre les deux solutions ne dépasse jamais 10−8. Ce
type de graphe a été produit pour plusieurs jeux de paramètres an de onlure que le hoix de
la méthode n'a pas d'inuene sur les solutions. Tous les résultats présentés dans la suite ont
été obtenus ave la méthode analytique.



















Ecart absolu pour λ(u)
Figure 6.1  Comparaison des deux méthodes d'intégration pour λ(u).
6. Plus d'informations sur et intégrateur dans l'annexe D.
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Ecart absolu pour ν(u)
Figure 6.2  Comparaison des deux méthodes d'intégration pour ν(u).
6.6.6 Contrainte hamiltonienne
Comme préisé plus haut, nous utilisons l'équation (6.55) an de vérier que notre intégration
s'est bien passée. Cette équation est en réalité la ontrainte hamiltonienne du système. La figure
6.3 représente l'éart absolu de ette expression à sa solution exate.


















Erreur absolue de l’integration
Figure 6.3  Contrainte hamiltonienne.
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6.7 L'équation de Klein-Gordon revisitée et le potentiel eetif
L'équation de Klein-Gordon (6.57) peut se réérire de la manière suivante [23℄ :
χuu − χu
[








































ave Veff , le potentiel eetif du système. De par la présene de R, le salaire de ourbure, nous
savons que le potentiel eetif prendra des valeurs diérentes à l'intérieur et à l'extérieur du orps.
À l'intérieur du orps, nous approximons le salaire de ourbure par R ≈ R(r = R) = 3s
3
r2s
ave R le rayon du orps et à l'extérieur du orps, nous posons R ≈ 0 (f. [10℄ pour les justi-
ations). Nous pouvons alors intégrer l'équation (6.64) et donner les expressions analytiques des







2(h2 − 1)2 (6.65)




2(h2 − 1)2. (6.66)
Les points d'équilibre pour le potentiel extérieur sont 0, −1 et 1. Pour e qui est du potentiel
intérieur, eux-i sont donnés par :



















La figure 6.4 est une représentation qualitative de es deux potentiels.
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Figure 6.4  Illustration des potentiels eetifs intérieur et extérieur.






qui distingue les points d'équilibre du potentiel intérieur au potentiel extérieur,
d'où l'importane du paramètre de ouplage ξ. En eet, si elui-i est nul, il n'y a plus de
diérene entre les potentiels eetifs. Remarquons que le point d'équilibre du potentiel extérieur
h = 1 orrespond en fait à la vev puisque nous avons hangé de variables.
6.8 Les monopoles
Suite à l'étude des potentiels eetifs et de leurs points d'équilibre, nous pouvons dérire le
omportement du hamp.
Commençons par étudier le as ξ = 0. D'une part, si le hamp à l'origine hc est plus grand
que 1 ou plus petit que -1 (points d'équilibre instables), il va diverger par la suite à l'inni. De
telles ongurations n'ont pas un grand intérêt. D'autre part, si hc est ompris entre -1 et 1 le
hamp sera attiré par le point d'équilibre stable h = 0. Ce point d'équilibre n'est pas intéressant
ar 'est une solution d'énergie innie pour le système ar le potentiel y est non nul (voir figure
6.4). La seule façon d'obtenir un hamp qui vaut toujours 1 (don la vev) 'est de prendre hc en
ette valeur.
Maintenant supposons que ξ 6= 0, ela implique que le potentiel eetif prend une forme dif-
férente à l'intérieur et à l'extérieur du orps. Il existe des solutions de type partiule dont la
valeur du hamp au entre est telle qu'à l'inni h = 1 (i.e dans les oordonnées de départ le
hamp tend vers la vev). De telles solutions sont possibles si 0 < |hc| < |hineq2,3|, elles sont ap-
pelées les monopoles de Higgs. Selon les valeurs des paramètres, nous pouvons borner la valeur
de hc pour avoir un monopole. En pratique nous utilisons une méthode de tir an de déterminer
ette valeur [11℄.
58
La figure 6.5 est une représentation des hamp de Higgs pour des monopoles présentant les
paramètres suivants :
masse ompaité ξ
bleu 100 GeV 0.75 10
rouge 10 GeV 0.2 10
vert 1000 GeV 0.5 1









Figure 6.5  Exemples de solutions de monopoles de Higgs.
Notons que nous ne pouvons trouver qu'une valeur approhée de hc, elui-i étant un nombre
irrationnel. Numériquement, nous aurons toujours une divergene du hamp vers l'équilibre
h = 0 ou h = ±∞. Il sut d'intégrer pour une distane radiale susamment grande pour s'en
rendre ompte.
6.9 Éart à la solution de Shwarzshild
Les figures 6.6 et 6.7 sont les représentations de l'éart absolu entre les oeients métriques
assoiés à la solution de Shwarzshild et eux assoiés à la solution pour un monopole ave les
paramètres suivants : s = 0.1, ξ = 10 et m = 1000kg.
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Ecart absolu pour ν(u) entre la solution de Schwarzschild et Higgs
Figure 6.6  Eart absolu entre ν(u) pour Shwarzshild et ν(u) pour la solution du Higgs
monopole.

















Ecart absolu pour λ(u) entre la solution de Schwarzschild et Higgs
Figure 6.7  Eart absolu entre λ(u) pour Shwarzshild et λ(u) pour la solution du Higgs
monopole.
Nous observons que la diérene entre es deux solutions est omposée essentiellement de bruit
numérique. Des graphes semblables ont été réés pour beauoup de jeux de paramètres, tous
présentaient un éart identique. La diérene entre la solution de Shwarzshild et elle des
monopoles est négligeable quel que soit le jeu de paramètres. Cela peut se justier par le fait
que le hamp de Higgs varie très peu à l'intérieur de l'objet et que le salaire de ourbure à
l'intérieur du orps est bien plus grand qu'à l'extérieur [10℄. Il s'en suit que tous les termes issus
de dérivées dans (6.48) et (6.49) sont très petits. Il ne reste alors que les termes en matière et
le potentiel pour inuener la dynamique. En tenant ompte de ei, du fait que
dH
dr = 0 au
entre du orps et que (v/m2pl) ∼ 10−34, nous pouvons modier l'équation (6.45) et dire que les
équations d'Einstein peuvent, dans e as, être approximées par elles issues de la métrique de
Shwarzshild (f. [10℄). Les équations des géodésiques sont alors identiques au as présenté au
hapitre 4, nous ne les étudierons don pas une deuxième fois.
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Par la suite, nous allons faire varier les paramètres v et λSM an de rendre les solutions sig-
niativement diérentes de elles de Shwarzshild. Nous allons étudier es solutions autour
d'objets ompats astrophysiques.
6.10 La masse ADM
La dernière setion de e hapitre est onsarée à la masse ADM. La figure 6.8 représente
la variation relative de la masse ADM tout au long de l'intégration des équations du hamp
gravitationnel et du hamp de Higgs pour un monopole ave les paramètres suivants : ξ = 10,
m = 100 GeV et s = 0.5. Pour rappel, e que nous appelons variation relative de la masse ADM
est dénie par : δM˜ = (M˜ADM (R¯+ δR¯)− M˜ADM (R¯))/M˜ADM (R¯). Ave R¯ la plus grande valeur
radiale pour laquelle nous avons les solutions (lors de l'intégration) et δR¯ l'éart entre 2 pas
d'intégration. Nous avons aussi traé l'évolution de la masse ADM durant l'intégration (voir
figure 6.9).











variation relative de la masse ADM
Figure 6.8  Variation relative de la masse ADM pour un monopole.
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Figure 6.9  Approximation de la masse ADM pour un monopole durant l'intégration.
La variation relative de la masse ADM est plus grande tout au long de l'intégration que elle ob-
servée en géométrie de Shwarzshild (voir figure 3.6). Bien que les oeients de la métrique
soient fort semblables (voir setion préédente), puisque les équations à intégrer pour les obtenir
ne sont pas les mêmes, il est possible d'obtenir des omportements diérents. De telles gures
nous donnent une indiation sur la abilité et la préision des intégrateurs utilisés. Une perspe-
tive intéressante est d'étudier la masse ADM de es monopoles en fontion des paramètres.
Le hapitre suivant est onsaré à l'étude de solutions issues du même modèle mais pour un
objet de masse et de ompaité semblables à elle du trou noir entral de notre galaxie. Pour e
faire nous allons hanger ertains paramètres maintenus onstants préédemment. Ensuite, nous
étudierons les géodésiques relatives à l'espae-temps obtenu et nous les omparerons ave elles
issues de l'espae-temps de Shwarzshild.
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Chapitre 7
Constrution d'une alternative au trou
noir Sagittarius A*
Sagittarius A* (Sgr A*) est un trou noir supermassif situé dans la onstellation du Sagittaire et
loalisé au entre de notre galaxie, la Voie Latée. Cet objet a une masse d'environ 4×106M⊙ et
a une ompaité assez élevée
1
(supérieur au dixième). Nous adaptons le modèle des monopoles
de Higgs développé au hapitre préédent à une masse et à une ompaité semblable à elle
de Sgr A*. Pour e faire, nous devons modier ertains paramètres supposés onstants jusque
là. Ce nouveau modèle onstitue alors le début d'une alternative au trou noir entral de la galaxie.
Pour ommener, nous analysons et omparons les métriques obtenues ave les diérents para-
mètres exploitables. Nous disutons de la masse ADM de l'objet. Pour nir, nous étudions les
géodésiques (matière et lumière) assoiées à une de es métriques et les omparons ave les
géodésiques issues de l'espae-temps de Shwarzshild (f. hapitre 4).
Remarque : tout au long de e hapitre, nous ontinuons à utiliser les notations du modèle
standard présentées au hapitre préédent. Comme préisé plus haut ertaines valeurs main-
tenues onstantes jusqu'à présent vont varier, es appellations sont alors des abus de notation.
7.1 La ompaité
Nous savons que Sgr A* est un objet relativement ompat. Nous présentons ii les solutions
du système étudié au hapitre préédant ave une ompaité variant de 0.1 à 0.5. La onstante
ouplage λSM = 10
−96
, le paramètre de ouplage ξ = 1 et la vev v = 1.2211 × 1019GeV (= la
masse de Plank). Dans e as, ξv˜2 n'est plus négligeable (voir [11℄ et expression (6.2)) et nous
obtenons des solutions notablement diérentes de elles de Shwarzshild, nous les baptisons :
Sgr A*  monopoles . Les figures 7.1 et 7.2 représentent les solutions des équations du hamp
gravitationnel pour et ensemble de paramètres. Pour rappel, nous avons utilisé le hangement
de variable : u = r/rs et la ompaité s est dénie omme rs/R ave R le rayon du orps et rs
le pseudo rayon de Shwarzshild du orps.
Remarque : Nous n'avons pas réalisé une étude exhaustive de l'espae des paramètres λSM
et v qui permettent de faire des alternatives au trou noir Sgr A*. Les paramètres retenus ii
proviennent d'un hoix arbitraire pour onstruire une alternative intéressante. Une perspetive
de e mémoire serait d'étudier de façon exhaustive l'espae des paramètres.
1. Un orps a une ompaité assez élevée lorsqu'elle dépasse le entième.
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Figure 7.1  Comparaison des solutions λ(u) pour diérentes ompaités.
















Figure 7.2  Comparaison des solutions ν(u) pour diérentes ompaités.
Nous observons que les solutions sont identiques dans le vide quelque soit la ompaité. En eet,
à l'extérieur du orps, la ompaité n'intervient plus dans les équations du hamp gravitationnel
de la métrique (f. système (6.55), (6.54) et (6.56)). Remarquons que lorsque nous parlons de
solution pour Sgr A*, ela implique que es solutions soient des  monopoles . Le hamp doit
tendre vers l'équilibre en 1 à l'inni, ar il inuene signiativement les solutions. Si le hamp
ne tendait pas vers et équilibre à l'inni, les solutions ne seraient pas asymptotiquement plates
et d'énergie nie. Elles ne pourraient plus dénir orretement une métrique. De plus, nous util-
isons un algorithme de tir an de déterminer la valeur du paramètre C (voir eq. (6.44)) tel que
la pression soit nulle sur le bord du orps.
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A titre d'exemple, nous omparons les solutions obtenues pour une ompaité de 0.2 ave les
solutions de Shwarzshild orrespondantes à la même masse ADM et la même ompaité. La
figure 7.3 est une représentation de es deux solutions et la figure 7.4 représente le hamp
de Higgs orrespondant à la solution Sgr A*  monopole .
















Figure 7.3  Comparaison des solutions pour Shwarzshild et pour Sgr A*  monopole .














Figure 7.4  Champ de Higgs pour Sgr A*  monopole .
Nous observons à la figure 7.3 que les oeients de la métrique pour Sgr A*  monopole 
sont plus petits que eux issus de la métrique de Shwarzshild. Or, les deux objets ave lesquels
nous avons alulé es oeients ont la même masse ADM. Cei implique que la diérene
observée est uniquement due à la présene du hamp de Higgs. Pour en avoir la ertitude, nous
devrions traer les omposantes du tenseur énergie impulsion pour l'alternative à Sgr A*.
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7.2 Le paramètre de ouplage
Nous illustrons maintenant quels hangements peuvent engendrer une modiation du paramètre
de ouplage ξ. Les figures 7.5 et 7.6 représentent les solutions obtenues pour diérentes valeurs
de ξ pour une ompaité de 0.2. Notons que lorsque nous modions la valeur de ξ, nous devons
aussi modier la valeur de λSM an de pouvoir intégrer orretement (en eet, ave une telle
masse et une telle ompaité, l'intégrateur est très sensible) et les autres paramètres sont iden-
tiques.














Figure 7.5  Comparaison de ν(u) pour plusieurs ξ.
















Figure 7.6  Comparaison de λ(u) pour plusieurs ξ.
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Le figure 7.7 représente les hamps de Higgs assoiés à es solutions.














Figure 7.7  Comparaison des hamps de Higgs.
Nous remarquons que plus le paramètre ξ augmente, plus le hamp tend à être onstant (prohe
de 1 tout au long de l'intégration). Puisque la métrique dans e as est très inuenée par les
valeurs du hamp, les oeients ν et λ (figures 7.5 et 7.6) varient de moins en moins lorsque
ξ augmente.
7.3 La masse ADM
Identiquement à l'étude de la masse ADM produite dans les hapitres 3 et 6, nous analysons la
masse ADM de l'objet que nous étudions ii (pour une ompaité s = 0.2, ξ = 1 et λSM = 10
−96
).
La figure 7.8 illustre la variation relative de la masse ADM (f. (B.14) et setion 3.8) de l'objet
lors de l'intégration. Pour rappel, e que nous appelons variation relative de la masse ADM est
dénie par δM˜ = (M˜ADM (R¯ + δR¯) − M˜ADM (R¯))/M˜ADM (R¯). Ave R¯ la plus grande valeur
radiale pour laquelle nous avons les solutions (lors de l'intégration) et δR¯ l'éart entre 2 pas
d'intégration.
Par souis de onision, nous ne traçons pas l'évolution de la masse ADM durant l'intégra-
tion (elle i étant fort semblable à elle présentée à la figure 6.8) et nous estimerons qu'elle
vaut 2.2411 × 1063 GeV ou 3.9932 × 1036 kg.
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Variation relative de la masse ADM
Figure 7.8  Variation relative de la masse ADM pour Sgr A*  monopole .
7.4 Comparaison des orbites matérielles ave Shwarzshild
Une façon intéressante de tester un modèle dans la pratique est l'observation des trajetoires
d'objets astrophysiques dans l'espae-temps  prédit . Ave le logiiel GYOTO ([25℄ et [26℄),
nous pouvons aluler et dessiner les géodésiques autour de l'objet Sgr A*  monopole  dérit
i-dessus. Nous en faisons l'étude ii pour un ertain nombre de as.
Nous omparons les géodésiques issues de l'espae-temps onstruit autour de Sgr A* monopole 
pour une ompaité s = 0.2, ξ = 1, λSM = 10
−96
ave elles issues de l'espae-temps de
Shwarzshild pour une même masse ADM et une même ompaité.
Les figures 7.9 et 7.10 représentent les géodésiques issues des deux espaes-temps étudiés
en hamp fort
2
. Le erle rouge, parfois réduit à un point, représente le rayon du orps en-
tral. Pour la figure 7.9, les deux orbites partent du point (100,0) en unités géométriques,
nous dirons r = 100rs, ave une vitesse angulaire orbitale Ω = 0.0007071067811/rs (pour les
unités voir l'annexe E). Cette vitesse orrespond à une orbite irulaire stable en géométrie de
Shwarzshild. Lorsque nous observons la trajetoire issue dans l'espae-temps assoié à Sgr A*
 monopole , nous remarquons que Ω est trop élevée pour avoir une orbite irulaire et que la
trajetoire s'éhappe. La figure 7.10 à été onstruite à partir des onditions initiales suivantes :
r = 500rs et Ω = 0.00005224555320/rs . Dans e as, les deux trajetoires forment une rosae.
La trajetoire relative à Sgr A*  monopole  présente une avane du périastre δΦ = 36.62◦,
tandis que elle relative à Shwarzshild est telle que δΦ = 6.09◦.
2. Nous parlons de hamp fort lorsque l'orbite du orps a un rayon initial prohe de l'objet entral. Nous
parlons de hamp faible dans le as ontraire.
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Figure 7.9  Comparaison des orbites en hamp fort : exemple 1.






















Figure 7.10  Comparaison des orbites en hamp fort : exemple 2.
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A la figure 7.11, nous observons les géodésiques issues des onditions initiales suivantes :
r = 20rs et Ω = 0.0055/rs. L'avane du périastre pour la géodésique relative à l'espae-temps
de Shwarzshild est telle que δΦ = 50.38◦ tandis que pour elle dans l'espae-temps autour Sgr
A*  monopole , nous avons δΦ = 9.54◦.
























Figure 7.11  Comparaison des orbites en hamp fort : exemple 3.
Pour onlure sur les orbites en hamp fort, nous dirons que elles-i sont très diérentes selon
l'espae-temps et que e n'est pas du tout étonnant au vu des oeients de la métrique (voir
figure 7.3).
Passons maintenant aux géodésiques en hamp faible. La figure 7.12 représente les géodésiques
pour les mêmes espaes-temps que préédemment ave pour onditions initiales : r = 1000rs et
Ω = 0.000005/rs . Les orbites forment une rosae dans les deux as. Pour e qui est le l'avane du
périastre, pour Shwarzshild nous avons δΦ = 6.95◦ et pour Sgr A*  monopole , δφ = 9.96◦.
L'entièreté de l'orbite n'a pas été traée par soui de visibilité.
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Figure 7.12  Comparaison des orbites en hamp faible : exemple 1.
La figure 7.13 représente les géodésiques pour r = 5000rs et Ω = 0.0000004/rs .




















Figure 7.13  Comparaison des orbites en hamp faible : exemple 2.
Nous observons une avane du périastre pour Shwarzshild telle que δΦ = 1.71◦ et pour Sgr
A*  monopole , nous avons δΦ = 66.45◦.
En hamp faible (figures 7.12 et 7.13), il est possible de trouver des orbites fort semblables
ave une avane du périastre du même ordre et il est aussi possible de trouver des orbites totale-
ment diérentes omme en hamp fort (figures 7.9, 7.10 et 7.11). Nous pouvons terminer en
disant qu'en hamp fort, les orbites sont plus sensibles aux onditions initiales (r et Ω). An de
savoir exatement pourquoi nous observons de tels omportements, il faudrait étudier de façon
détaillée les omposantes du tenseur énergie-impulsion pour le modèle Sgr A*  monopole .
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7.5 Comparaison des géodésiques lumières ave Shwarzshild
Nous présentons brièvement les diérenes au niveau des eets de lentilles gravitationnelles qui
existent entre l'espae-temps de Shwarzshild et elui engendré par l'alternative à Sgr A*. Pour
e faire, nous opérons omme au hapitre 4 et nous utilisons GYOTO pour intégrer les photons
émis par une étoile aux alentours du orps entral. Nous illustrons ei en plaçant une étoile de
rayon 5rs à 15rs du orps entral et juste derrière e dernier. La figure 7.14 représente e que
nous observerions dans un espae-temps de Shwarzshild et la figure 7.15 représente e que
nous verrions dans l'espae-temps élaboré autour de l'alternative à Sgr A*. La masse ADM des
orps entraux est identique dans les deux as (f. setion préédente).
Figure 7.14  Comparaison des géodésiques de genre lumière dans l'espae-temps de
Shwarzshild : exemple 1
Figure 7.15  Comparaison des géodésiques de genre lumière dans l'espae-temps autour de
l'alternative à Sgr A* : exemple 1.
Nous observons que l'anneau d'Einstein présent sur la figure 7.14 ne l'est plus sur la figure
7.15. Cei serait dû à la présene du hamp de Higgs pour la seonde gure. Comme présenté à
la figure 7.3, la présene du hamp de Higgs a tendane à aplatir la métrique et à la rendre
moins relativiste (presque plate). De plus, nous observons l'étoile en entier pare que le orps
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au entre est transparent. Pour aentuer et eet, nous montrons e que nous observerions si
une étoile de rayon 0.5rs à une distane de 15rs était plaée juste derrière le orps entral. Les
figures 7.16 et 7.17 représentent ette sène pour les deux espae-temps onsidérés. La masse
ADM du orps entral est identique dans les deux as.
Figure 7.16  Comparaison des géodésiques de genre lumière dans espae-temps de
Shwarzshild : exemple 2
Figure 7.17  Comparaison des géodésiques de genre lumière dans espae-temps autour de
l'alternative à Sgr A* : exemple 2.
Pour onlure e hapitre, nous dirons que globalement le hamp de Higgs a tendane à aplatir la
métrique et à la rendre moins relativiste (l'espae-temps n'est presque plus ourbé par la masse).
An de onrmer notre idée, il faudrait étudier plus en détail les omposantes du tenseur énergie-
impulsion an de mettre en évidene les termes qui inuenent la dynamique. Notons que e
sont les observations des orbites autour de Sgr A* qui ont pu mettre en évidene sa masse. Or,
nous avons vu que le hamp de Higgs avait un eet sur la métrique, et don sur les orbites. Pour
être en aord ave la réalité, il faudrait adapter le modèle pour que notre alternative engendre
des orbites identiques à elles observées (i.e. il faut modier la masse ADM).
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Le modèle que nous avons étudié n'est pas assez omplet pour onstituer une alternative plausible
au trou noir Sgr A*. Pour que le modèle soit plus réaliste et orresponde mieux aux observations,
il faudrait y inlure la rotation de l'objet entral. Ce qui nous mène au dernier hapitre de e
mémoire onsaré à l'étude des monopoles de Higgs en rotation. Conrètement, nous y reprenons
le modèle étudié dans le hapitre 6 et nous y inluons la rotation. Nous introduisons une métrique
adaptée à e hangement et nous érivons les équations du hamp gravitationnel sous forme
d'opérateurs du seond ordre.
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Chapitre 8
Les monopoles de Higgs en rotation
Dans e hapitre, nous présentons la démarhe qui nous a permis d'obtenir les équations du
hamp gravitationnel et du hamp de Higgs pour les monopoles en rotation (as stationnaire et
axisymétrique). Tous les aluls de e hapitre ont été eetués à l'aide du logiiel SAGE [5℄ et
de son extension SageManifolds [16℄
1
.
8.1 Le ontexte général
Pour dérire l'espae-temps autour d'un monopole en rotation, nous utilisons la métrique en
oordonnées quasi-isotropes [14℄ :
ds2 = (B2r2 sin2 θω2 −N2)dt2 +A2dr2 +A2r2dθ2 +B2r2 sin2 θdφ2 − 2B2r2ω sin2 θdφdt (8.1)
ave A, B, ω et N des fontions de r et θ. Rappelons que t est la oordonnée en temps telle que
t ∈ IR, r est la oordonnée radiale telle que r ∈ IR+, θ est la olatitude telle que θ ∈ [0, π] et φ
est la longitude telle que φ ∈ [0, 2π].




B2r2ω2 sin2 θ −N2 0 0 −B2r2ω sin2 θ
0 A2 0 0
0 0 A2r2 0







−N−2 0 0 − ωN2
0 A−2 0 0
0 0 A−2r−2 0





Cette métrique est la plus adaptée au as stationnaire et axisymétrique [14℄. L'espae-temps est
totalement déni par les fontions A, B, ω et N .
1. Plus d'informations sur SAGE et SageManifolds dans l'annexe D
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Remarquons que ette métrique dépend de quatre fontions de deux variables ontrairement à la
métrique que nous avons utilisé pour dérire les équations du hamp gravitationnel en géométrie
Shwarzshild qui présentait deux fontions d'une seule variable.
Nous supposons que la densité du orps est onstante et telle que :
ρ(r < R) ≡ ρ0 (8.2)
et
ρ(r > R) = 0 (8.3)
ave R le rayon du orps tel que R = R(θ). Le lagrangien assoié à ette onguration est
identique au as sans rotation (f. hapitre 7, équation (6.2)).
8.2 Les équations du hamp gravitationnel
Puisque les éléments de la métrique dépendent à la fois de r et de θ, nous ne pouvons plus utiliser
le formalisme lagrangien à une variable pour dériver les équations du hamp gravitationnel.















ave Gµν le tenseur d'Einstein et





(∂H)2 + 2V (H)
]
(8.5)







T (mat)µν = (ρ+ P )uµuν + gµνP. (8.7)
Les éléments omposants es expressions sont dénis dans le hapitre 6. Les expressions analy-
tiques de es tenseurs sont données dans l'annexe C.
Nous avons utilisé le logiiel SageManifolds [16℄ ainsi que [14℄ pour établir les équations du
hamp gravitationnel. An de rendre plus lisibles es équations, nous les érivons sous forme


































∆˜3 = ∆3 − 1
r2 sin2 θ
I (8.10)
où I désigne l'opérateur identité.
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[14℄. Nous nous servons du système (8.4) pour érire :
∆2 [(NB − 1)r sin θ]F (H) =
NBr sin θκ
[























































Pour la seonde équation, nous utilisons
A2
r2B2 sin2 θ
G33 [14℄ pour érire :
∆2(logA+ logN)F (H) =
κ
[


















































Pour la troisième équation, nous prenons la ombinaison : (gµν + 2nµnν)GµνA
2/2 [14℄, ave
nµ = (−N, 0, 0, 0) et nµ = (1/N, 0, 0, ω/N), le veteur ~n est le veteur normal unitaire déni en









































































[14℄ pour érire :


















8.3 L'équation du hamp
L'équation de Klein-Gordon est dénie en (6.46), omplète les équations du hamp gravitationnel













































































































































































= −λSMv2H + λSMH3. (8.16)
Remarque : Avant de aluler es équations ave le logiiel SageManifolds, nous avons ré-érit
et vérié tous les aluls relatifs aux monopoles de Higgs ave et outil. Toutes les démarhes
ont été faites étape par étape et des tehniques de vériation ont été appliquées. Nous avons
également reproduit les équations du hamp gravitationnel pour une étoile en rotation présentées
dans [14℄ an de vérier nos aluls.
8.4 Les perspetives
L'étape suivante d'une telle démarhe serait d'intégrer le système d'équations aux dérivées par-
tielles obtenu ave un logiiel tel que LORENE [18℄. Après, il serait intéressant d'étudier les
géodésiques dans l'espae-temps obtenu. Nous pourrions les omparer ave elles issues de l'es-
pae temps de Shwarzshild mais ette fois pour un objet en rotation. Nous pourrions aussi
étudier les eets de lentille gravitationnelle produits par un monopole en rotation ave le logiiel
GYOTO. Et pourquoi pas par la suite, ompléter notre début d'alternative à Sagittarius A*.
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Conlusion
Ce mémoire est le résumé des résultats prinipaux que j'ai obtenus durant mon travail d'initia-
tion à la reherhe. Ce travail est assez omplet dans le sens où nous avons ommené par étudier
un espae-temps standard autour d'un objet statique, à symétrie sphérique et non hargé, e qui
est assez simple pour ommener (e sont les solutions de Shwarzshild). Nous avons dérivé les
équations d'Einstein assoiées à ette onguration de deux manières diérentes. De plus, nous
les avons intégrées analytiquement et numériquement. À partir des solutions analytiques, nous
avons étudié théoriquement les géodésiques d'objets autour du orps entral et nous les avons
traées à l'aide du logiiel GYOTO. Nous avons aussi développé la masse ADM analytique de
et objet dans les oordonnées adaptées et ensuite, nous en avons étudié l'erreur lors de son
approximation pendant l'intégration numérique. Après, nous avons étudié un modèle de théorie
tenseur-salaire de la gravitation (issu de [11℄ sur les monopoles de Higgs). Nous avons dérivé
les équations du hamp gravitationnel et du hamp de Higgs à partir du lagrangien donné dans
la référene. Pour e faire, nous avons utilisé une méthode basée sur le prinipe variationnel.
Ensuite, nous avons résolu numériquement les équations diérentielles obtenues. Les solutions
dérivent l'espae-temps aux alentours de es monopoles. Nous en avons étudié les propriétés
et nous avons mis en évidene qu'il n'était guère diérent de elui obtenu ave les solutions de
Shwarzshild. Pour nir sur les monopoles, nous avons étudié pratiquement leurs masses ADM.
Nous avons ensuite adapté le modèle des monopoles de Higgs à un objet de masse et de ompa-
ité semblables à elles de Sagittarius A*, le trou noir entral de notre galaxie. Nous avons obtenu
l'espae-temps qui déoule de e nouveau modèle de la même manière que préédemment et nous
l'avons omparé à elui de Shwarzshild au travers des géodésiques. Nous avons pu mettre en
évidene les eets du hamp de Higgs : lorsque la géodésique assoiée à un orps a une distane
initiale prohe de l'objet entral, le hamp de Higgs  repousse  l'objet et la trajetoire s'éarte
de elle obtenue en R.G. (solution de Shwarzshild). Si la géodésique assoiée à un orps a une
distante initiale loin de l'objet entral, les eets du hamp sont moins ressentis au départ et ils
s'aentuent lorsque le orps en orbite se rapprohe de l'objet entral. Pour nir, le hamp a
tendane à  aplatir  la métrique et à la rendre moins relativiste (la masse ne déforme presque
plus l'espae-temps). An de vérier notre intuition, il faudrait faire une analyse plus poussée
des omposantes du tenseur énergie-impulsion. Ce modèle est en quelque sorte un début d'al-
ternative au trou noir Sagittarius A*. Il doit être omplété ar des observations astrophysiques
ont mis en évidene que l'objet au entre de notre galaxie était en rotation. Ce qui nous mène
au dernier sujet traité dans e mémoire : les monopoles de Higgs en rotation. Pour mettre en
évidene ette nouvelle faette, nous avons utilisé une métrique plus adaptée (métrique en oor-
données quasi-isotropes) et nous avons dérivé les équations des hamps, non plus par le prinipe
variationnel, mais ave les dénitions des équations d'Einstein et de Klein-Gordon et à l'aide
du logiiel SageManifolds. Une grande partie du travail a onsisté à manipuler es équations et
à les mettre sous forme d'opérateurs du seond ordre (approprié à un traitement par méthode
spetrale). Pour le moment, es équations ne sont pas résolues.
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Il serait intéressant par la suite de résoudre les équations des hamps pour les monopoles en
rotation. Les logiiels LORENE et Kadath développés par le groupe ROC au sein du Luth (à
l'Observatoire de Paris-Meudon) sont des outils ave lesquels il serait judiieux de les résoudre.
Ceux-i étant basés sur une méthode d'interpolation polynomiale (méthode spetrale), ils fon-
tionnent d'un point de vue méthode bien diéremment de l'intégrateur prédéni en Matlab
ode45 que nous avons utilisé dans e mémoire (voir annexe D). Il serait bien entendu utile d'é-
tudier l'inuene du hamp de Higgs à travers les géodésiques pour es nouvelles solutions. De
plus, le logiiel GYOTO permet de réer des images rendant ompte des eets de lentille gravi-
tationnelle sur une étoile dans un espae-temps donné (géodésiques de photons). Elles montrent
e qu'on pourrait observer dans la réalité. Quelques images de la sorte ont été produites pour
le modèle de Shwarzshild et pour l'alternative à Sagittarius A*. Créer des images de e genre
pour l'espae-temps engendré par les monopoles en rotation serait instrutif et intéressant ar
des expérienes en rapport ave les eets de lentille gravitationnelle et de suivi des trajetoires
des orps autour de Sagitarrius A* sont en ours de développement. Elles permettront de tester
la relativité générale autour de e qui peut être le plus lourd objet ompat que nous onnaissons.
Comme préisé plus haut, il serait intéressant d'étudier d'avantage les omposantes du tenseur
énergie-impulsion pour l'alternative à Sgr A* an de onrmer notre intuition quant aux eets
du hamp de Higgs. Nous pourrions mettre en évidene quelle omposante  aplati  la métrique.
L'espae-temps en relativité générale et les monopoles de Higgs furent étudiés à L'UNamur.
Toute la partie relative aux géodésiques et au début d'alternative au trou noir Sagittarius A* a
été étudiée à l'Observatoire de Paris site de Meudon. J'y ai réalisé mon stage de n d'étude axé
sur l'initiation à la reherhe au sein de l'équipe ROC (pour Relativité et Objets Compats) du
Luth. Une grande partie de e stage a onsisté à apprendre à utiliser les diérents logiiels ités






Les tenseurs relatifs à la métrique en
oordonnées aréolaires
Nous présentons ii les tenseurs élémentaires relatifs à la métrique aréolaire (A.1). Cette métrique
est la plus générale et la plus adaptée lorsque nous travaillons en symétrie sphérique statique.
Elle est utilisée tout au long de e mémoire. L'élément de longueur est :
ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + e2µ(r)dΩ2 (A.1)
ave dΩ2 l'angle solide innitésimal tel que : dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2.




−e2ν 0 0 0
0 e2λ 0 0
0 0 e2µ 0
0 0 0 e2µ sin2 θ






−e−2ν 0 0 0
0 e−2λ 0 0
0 0 e−2µ 0





Rappelons que les éléments de ette métrique sont supposés indépendants du temps.
A.1 Les oeients de onnexion




′ Γ100 = ν









′ Γ133 = −µ(r)′e−2(λ−µ) sin2 θ Γ323 = Γ332 = cos θsin θ .
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A.2 Le tenseur de Rii
Les éléments non nuls de e tenseur sont :
R00 = e
2(ν−λ) {ν ′′ + ν ′ (ν ′ − λ′ + 2µ′)}
R11 = −ν ′′ − 2µ′′ + ν ′ (λ′ − ν ′) + 2µ′ (λ′ − µ′)
R22 = 1 + e
−2(λ−µ) {−µ′′ − 2µ′2 + µ′ (λ′ − ν ′)}
R33 = sin
2 θR22.





ν ′′ + ν ′
(
ν ′ + 2µ′ − λ′)+ 2µ′′ + 3µ′2 − 2µ′λ′]− e−2µ} .
A.4 Le tenseur d'Einstein
Les omposantes non nulles de e tenseur sont :
G00 = e
−2µ−2λ (2e2µ+2νλ′µ′ − 3e2µ+2νµ′2 − 2e2µ+2νµ′′ + e2λ+2ν)
G11 = e
−2µ (e2µµ′2 + 2e2µµ′ν ′ − e2λ)
G22 = = e
−2λ (e2µµ′2 + e2µµ′ν ′ + e2µν ′2 − [e2µµ′ + e2µν ′]λ′ + e2µµ′′ + e2µν ′′)
G33 = sin
2 θG22.




Nous donnons ii l'expression de la masse ADM lorsque nous travaillons en formalisme 3+1 et
ave la métrique aréolaire en jauge de Shwarzshild (e2µ = r2). Ces aluls ont été produits sur
la base de [13℄ (pp. 162-166).












ave f la 3-métrique plate sur haque hypersurfae Σt de la déomposition 3+1, ∇¯ la onnexion
assoiée à la métrique f (i.e. telle que ∇¯ifjk = 0), γij la 3-métrique induite par la métrique
d'espae-temps gµν dans les hypersurfaes Σt, s
i
les omposantes du veteur unitaire normal à
la surfae et q la métrique induite sur les sphères r = cste.
Dans notre as
1
, nous avons :
γij =

e2λ 0 00 r2 0





1 0 00 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 .









r2 sin θdθdφ. (B.2)
Nous avons :









2λ + 2. (B.3)















1. Rappelons que la métrique ave laquelle nous travaillons est dérite par ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 +
r2dθ2 + r2 sin2 θdΦ2.
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Il nous reste alors à aluler :
∇¯jγrj = f ji∇¯iγrj (B.6)





En utilisant la dénition de la dérivée ovariante (1.2), nous pouvons aluler haque terme de
l'expression (B.7) :
∇¯rγrr = 2λ′e2λ; (B.8)










































sin θdθdφ = 4π





















Rappelons que la fontion λ dépend aussi de r.
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Annexe C
Les tenseurs énergie-impulsion pour les
monopoles et les monopoles en rotation
Nous ommençons par donner les omposantes non nulles du tenseur énergie-impulsion Tµν dans




























2 sin2 θ (C.4)
la trae de e tenseur est :









e2ν−2λH ′2 + V e2ν (C.6)
T
(H)












33 = (−r2V −
1
2
r2H ′2e−2λ) sin2 θ (C.9)
et la trae de e tenseur est :
T (H) = −(4V +H ′2e−2λ) (C.10)





























r2HH ′λ′ − r2H ′2 − r2HH ′′ − (r2Hν ′ + rH)H ′) ξe−2λ sin2 θ
4π
(C.14)
et la trae de e tenseur est :
T (ξ) =
(
rHH ′λ′ − rH ′2 − rHH ′′ − (rHν ′ + 2H)H ′) 3ξe−2λ
4πr
. (C.15)
Nous donnons maintenant les omposantes non nulles du tenseur énergie-impulsion dans le as
des monopoles en rotation.























2B2 sin2 θ (C.20)
et la trae de e tenseur est
T (mat) =





















































































































et la trae de e tenseur est



























































































































































































































































































































































et la trae de e tenseur est :

























































Le logiiel Matlab est utilisé tout au long de e mémoire, en grande partie pour intégrer les
équations du hamp gravitationnel et du hamp pour les monopoles de Higgs. Pour e faire,
nous avons utilisé la fontion ode45. Celle-i permet l'intégration d'équations diérentielles or-
dinaires. Elle est basée sur la méthode d'intégration Runge-Kutta-Merson imbriquée d'ordre 4
et 5. Cette fontion est basée sur le shéma suivant [32℄ :
y′ = f(x, y) et y(0) = y0 donné
on pose :
k1 = hf(xn, yn)

































La formule qui donne l'étape suivante pour l'intégration est










ave n ∈ IN, h le pas d'intégration, yn l'évaluation de l'intégrale à l'étape ourante et xn = n×h.
Nous avons utilisé la toolbox symbolique de Matlab pour produire l'expression des fontions à
intégrer. Le logiiel fût aussi utilisé pour réer des hiers ontenant l'expression de la métrique
numérique pour faire fontionner LORENE.
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D.2 LORENE
LORENE signie  Langage Objet pour la RElativité NumériquE . Ce logiiel a été développé
au sein de l'équipe ROC du LUTh de l'Observatoire de Paris-Meudon. C'est un ensemble de
programmes érit en C++ permettant notamment de résoudre les équations d'Einstein pour
une métrique donnée. Dans notre as et puisque nous avions déjà résolu les équations d'E-
instein ave Matlab, nous avons utilisé LORENE pour produire des hiers ontenants les
métriques numériques et adaptés à GYOTO (voir i-après). Une des aratéristiques impor-
tantes de LORENE est que les aluls, les graphes, et sont basés sur une méthode d'interpola-
tion polynomiale (méthode spetrale). LORENE est téléhargeable gratuitement via le site de
l'Observatoire de Paris-Meudon :
http://www.lorene.obspm.fr/
D.3 GYOTO
GYOTO est aussi un logiiel développé par l'Observatoire de Paris-Meudon, GYOTO signie
 General relativitY Orbit Traer of Observatoire de Paris . C'est un logiiel qui permet de
aluler les géodésiques dans un espae-temps donné. Toutes les orbites présentées dans e mé-
moire sont issues de e logiiel. Nous avons surtout utilisé l'extension GYOTOY ar elle est
plus intuitive que GYOTO, elle est plus faile à utiliser. En eet, après avoir importé le hier
numérique qui ontient la métrique dans le logiiel, il sut de faire varier les onditions initiales
via quelques ommandes (voir figure D.1).
Figure D.1  Interfae de GYOTOY [27℄.




SageManifolds est un logiiel développé par l'Observatoire de Paris site de Meudon. C'est en fait
un extension de SAGE (http://www.sagemath.org/fr/) qui est une alternative libre à Mat-
lab, Maple, et pour le alul symbolique. L'extension  Manifolds  permet, omme son nom
l'indique, de faire du alul symbolique sur les variétés diérentiables.
Nous l'avons prinipalement utilisé ii pour érire les équations des hamps pour les monopoles
en rotation. Nous avons aussi vérié les autres aluls faits  à la main  ave SAGE. L'extension





Nous expliquons ii quelles unités nous avons utilisées tout au long de e mémoire. Pour om-
mener, nous dénissons la notion de eV (életron-volt). Ensuite, nous distinguons les onventions
utilisées en théorie des hamps et en relativité générale. Après, nous disutons des unités qui
apparaissent dans le mémoire.
E.1 L'életron-volt
Pour ommener, l'életron-volt (eV) est une unité de mesure de l'énergie. C'est en fait l'énergie
aquise par un életron aéléré depuis le repos par une diérene de potentiel de un volt. Un
életron-volt est égal à 1, 602176565 × 10−19joule (J). L'unité que nous utilisons le plus souvent
ii est le GeV (giga-eletron-volt), il vaut 109 eV. Cette unité est adaptée à la physique des
partiules.
E.2 En général
Notons les unités standards pour la onstante de Plank ~, la vitesse de la lumière c et la on-
stante de Newton G 1[22℄ :
~ = 1.05 × 10−34m2s−1kg
[~] = L2T−1M
c = 3× 108ms−1
[c] = LT−1
G = 6.67 × 10−11m3s−2kg−1
[G] = L3T−2M−1.





= 2.177 × 10−8kg.
1. Comme annoné au hapitre 5, la onstante de Newton G n'est pas toujours onstante dans les alternatives
à la relativité générale. En eet, lorsque nous travaillons en gravitation modiée elle est fontion d'un hamp
salaire.
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Si nous multiplions ette masse par c2, nous obtenons l'énergie de Plank :
Epl = mplc
2
= 1.96 × 109J
= 1.22 × 1019GeV
L'énergie de Plank est souvent identiée à la masse de Plank (e que nous faisons tout au long
de e mémoire). Nous montrons dans la setion suivante omment érire toutes les grandeurs
physiques en unités de masse de Plank (i.e. en GeV).
E.3 Les unités en relativité générale et en théorie des hamps
Nous distinguons ii les unités que nous utilisons en relativité générale et en théorie des hamps.
Dans e mémoire, nous utilisons les unités adaptées à la théorie de hamp (pour dériver les
équations des hamps en géométrie de Shwarzshild et pour les monopoles de Higgs), mais nous
utilisons aussi les unités spéiques à la relativité générale à travers les logiiels LORENE et
GYOTO.
La relativité générale








Nous pouvons alors érire [L] = [M] = [T] et les unités de longueur et de temps en relativité
générale peuvent alors s'exprimer en GeV. Il est aussi intéressant d'érire la onstante de Plank
dans es unités :
[~] = kg m2s−2s
= ML2T−1
= M2.
Et don [~] = GeV2.
La théorie des hamps





Puisque [c] = 1⇒ [L] = [T] et [~] = 1⇒ [M] = [L]−1. Nous érivons alors les unités de longueur
et de temps en théorie des hamps omme : [L] = [T ] = GeV−1.
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Il s'en suit que [G] = GeV−2.
E.4 Réapitulatif
Réapitulons les unités et les onventions que nous avons utilisées pour les diérentes parties de
e mémoire. Pour ommener, nous avons travaillé en théorie des hamps pour érire les équa-
tions du hamp gravitationnel en géométrie de Shwarzshild, puis nous avons érit es équations
et elle du hamp de Higgs pour le modèle des monopoles. An de rendre les équations sans
dimension, nous avons posé u = r/rs. Lorsque nous parlons par exemple du rayon du orps
entral lorsque nous traçons les solutions, nous érivons par exemple R = 5rs.
Ensuite, puisque les logiiels utilisés pour traer les géodésiques (GYOTO et LORENE) fon-
tionnent ave les unités géométriques (propres à la relativité générale), nous avons dû adapter
nos unités. Nous expliquons ii seulement pourquoi, lorsque nous donnons une valeur de Ω pour
vitesse angulaire orbitale initiale lors du alul des géodésiques par GYOTO, nous la donnons





ave M la masse du orps entral, G la onstant de Newton et r la distane du orps en orbite au
orps entral. Dans e as, Ω s'exprime en radian par seonde. Puisque nous avons posé u = r/rs
pour intégrer, nous devons ré-exprimer Ω ave es unités. Notons Ω¯ la variable Ω sans dimension
















Puisque rs est exprimé en unité de longueur et [T ] = [L] en théorie des hamps. Pour rappel
rs =
2GM
c2 . En théorie des hamps, nous avons rs = 2GM puisque c = 1 et









et [Ω] = [L]−1 = [T]−1. Il est alors normal
d'exprimer la valeur de Ω en  unité  de r−1s .
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